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Este livro é resultado de pesquisas desenvolvidas no Programa de Mes-
trado Profissional em Matematica da Universidade Federal do Piaul (PROFMAT-
UFPI). Estas pesquisas foram desenvolvidas entre os anos de 2018 a 2022,
pelos pesquisadores: Gerson Bruno Pinto de Aguiar, Marina Franca Oliveira
e Cleidinaldo Aguiar Souza.

Estas pesquisas surgiram como tentantiva bem sucedida de resolver um
problema recorrente na educacao bdsica, que consiste em encontrar uma
ligacao, entre os diversos contetidos que sao ensinados em sala de aula e a
vida pratica. Por vezes estas ligacdées acabam néo sendo trabalhadas, pois
foca-se apenas na teoria.

Como consequéncia, atualmente as escolas procuram cada vez mais pro-
fessores que para alem do dominio do contelido exigido em sala de aula,
consigam fazer uma bela ligacao entre estes contelidos, através das diversas
areas do conhecimento. Muitas destas exigéncias sao atendidas através de
projetos realizados dentro das escolas.

Pensando na interdisciplinaridade, este livro tem por objetivo central co-
nectar o ensino de matemdtica a problemas atuais ligados a outras dreas.
Mais precisamente o ensino de dlgebra e geometria para resolver problemas
classicos no campo da robatica, planejamento de rotas de voo e problemas
ligados a escaneamento 3D.

Em robdtica, um problema classico consiste em guiar um rob6 auténomo
de uma determinada configuracao inicial até uma dada configuracao final,
na presenca de obstaculos. Uma das alternativas para resolver este tipo de
problema, é encontrar uma trajetoria por onde o robd iré se deslocar.

Encontrar trajetorias em geral nao é tarefa facil, porém para estudantes
que ja possuem uma boa maturidade com a disciplina de Célculo Avancado,
o entendimento do comportamento da trajetoria é facilitado. Entretanto, para
estudantes da educacao basica, esta tarefa pode ser bastante complicada,



devido a falta de ferramentas que sao necessarias.

Neste livro, a técnica adotada serd a seqguinte: utilizaremos matrizes
para encontrar trajetdrias para o deslocamento de um rob6 auténomo. Mais
precisamente, mostraremos que uma circunferéncia de centro qualquer e raio
r >0, é dada através de operacées com matrizes. Desta forma, obteremos
uma nova maneira de escrever uma circunferéncia.

Em [6] Oliveira, mostrou que uma circunferéncia com centro na origem ¢
obtida através do produto de matrizes ortogonais por um ponto fixo perten-
cente a circunferéncia. No ano de 2020, em [7] Oliveira e Souza descreveram
através do produto de matrizes a trajetéria de um robo auténomo, descrita
por uma circunferéncia centrada na origem.

Para as aplicacoes que estao relacionadas com a trajetéria de voo e
o funcionamento de um scanner 3d, generalizaremos a nocéo que tinhamos
anteriomente, onde escrevemos figuras planas através de operacées com ma-
trizes e passaremos a escrever as figuras que estao no espaco através de
operacoes com matrizes. Desta forma, conseguimos escrever solidos geomé-
tricos através de operacées com matrizes, e sem utilizar a nocao de espaco
tridimensional Euclidiano, no sentido literal. Encontraremos as equacoes
que descrevem as superficies que envolve estes solidos.

Aos leitores familiarizados com o espaco Euclidiano tridimensional, a no-
cdo que apresentaremos aqui fica clara, permitindo uma viséo um pouco mais
apurada do que esta acontecendo. Aos que ndo dominam estes espacos, é
um convite interessante uma boa leitura deste livro.

Ceneralizaremos os trabalhos [6] e [7] de Oliveira e Souza, assim como
os trabalhos [2] e [3] dos autores, de Aguiar e Souza. Assim, este livro esta
divido da sequinte maneira: o capitulo 2, é dedicada ao estudo do plano
cartesiano, onde apresentaremos este espaco, que serd o ambiente mate-
matico que inicialmente trabalharemos. No capitulo 3, faremos uma breve
introducao da circunferéncia dada de forma usual, que sera a figura geomé-
trica sobre o plano que iremos reescrever. No capitulo 4 dedicaremos uma
boa atencado para as matrizes e suas propriedades, pois é através das matri-
zes e suas operacoes que reescreveremos a circunferéncia e algumas figuras
espaciais. No capitulo 5 faremos uma apresentacéo do determinantes e suas
propriedades, pois através do determinante de uma matriz podemos escrever
uma mesma circunferéncia de duas maneiras diferentes. Estes quatro capi-
tulos iniciais podemo ser encontrados facilmente na literatura atual.Agora
no capitulo 6, apresentaremos os resultados que permitem escrever uma cir-
cunferéncia através de operacdes com matrizes, surgiro aos leitores em um
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primeira leitura, nao se atentarem tanto as demonstracoes, deixando isto
para uma leitura mais madura. No capitulo 7, generalizaremos o que fol
feito no capitulo 6 e escreveremos a superficie que envolve um sélido atra-
vés de operacbes com matrizes, é claro que as matrizes que utilizaremos
nesta generalizacao sdo matrizes de ordem 3 .

A parte final deste livro, chama-se pragmatismo, mantendo coeréncia com
o titulo do livro. Neste capitulo, faremos aplicacées dos resultados apre-
sentados nos capltulo anteriores, apresentaremos a nocao de deslocamento
e trajetdria utilizando operacdoes com matrizes; generalizaremos a nocao de
deslocamento/ trajetédria através de operacoes com matrizes; ainda utilizando
operacoes com matrizes faremos uma volta ao mundo; introduziremos a de-
finicdo de mapeamento de sdlidos cilindricos; finalizando o livro com a in-
detificacdo de sdélidos para o processo de escaneamento 3D.

Recomendamos este livro para estudantes da educacao basica; professo-
res da educacao bésica e superior; estudantes de graduacao em matematica,
fisfca, computacao, engenharias e dareas afins; para os amantes de matema-
tica e para os leitores em geral.



Inictamos introduzindo de maneira breve a nocao de plano através de
um sistema de eixos ortogonais. O plano seré a base para construcao do
restante do livro. Para mais detalhes sobre o plano, com um sistema de eixos
ortogonais consulte a referéncia [1].

Os niimeros x,y € R do par ordenado (x, y) associado ao ponto P sao
chamados coordenadas cartesianas do ponto P: x € a primeira coordenada
ou abscissa de P e y ¢ a segunda coordenada ou ordenada de PP, como
ilustra a Figura 2.1.

™
[

Figura 2.1: Plano Cartesiano .

O complementar dos eixos no plano é a uniao de quatro reqgides de-
nominadas quadrantes e enumerados, como ilustra a Figura 2.2.
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2* guadranie 1 quadranie

3% quadrante 4" quadranie

Figura 2.2 Um plano dividido em quadrantes .

Note que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x, 0), os pontos do
eixo QY téem coordenadas (0, y) e os quadrantes, dados em coordenadas, sao:

1% quadrante = {(x,y) ER* | x>0 e y >0}

2" quadrante = {(x,y) e R? | x < 0

™

y > 0};
3" quadrante = {(x,y) e R? | x <0 e y <0}
4" quadrante = {(x,y) e R? | x >0 e y <0}

Assim, a numeracao dos quadrantes ¢é feita no sentido anti-horario, a contar
do quadrante correspondente aos pontos que possuem ambas as coordena-
das positivas, como ilustra a Figura 2.2.



Conhecendo o plano através de um sistema de eixos ortogonais, defini-
remos uma figura geométrica plana de modo natural com um subconjunto
do plano. Para esta definicao utilizaremos as coordenadas de um ponto no
plano. Sejam P = (a,b) e Q = (c,d) pontos do plano 7 dados por suas
coordenadas em relacao a um sistema de eixos ortogonais OXY. Dado um
ponto R = (c, b) no plano i, de modo que o tridnqulo PQR seja retanqulo,
com hipotenusa PQ e catetos PR e QR paralelos aos eixos OX e OY, res-
pectivamente, como mostra a figura (3.1).

Q

Figura 3.1: Triangulo POR retangulo .

Como os catetos PR e QR sdo paralelos aos eixos e a distancia entre
dois pontos de um eixo é igual ao médulo da diferenca de suas coordenadas,
as medidas desses catetos sé@o dadas por:

dP.R)=|a—c| e d(QR) =|b—d].



Pelo Teorema de Pitagoras, obtemos:

d(P,Q) = V(d(P,R)? + (d(Q.R)} =V/[a—c) +(b—dP.  (3)

Assim, a distancia do ponto P = (a, b) ao ponto O = (c, d) é a raiz quadrada
da soma dos quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes.

Exemplo 3.1:
Calcule a distancia do ponto A = (=2, 1) ao ponto B = (3, —2).

Solucdo. Temos que

dAB) =+/(-2=-372+(1—- (-2 =v25+9=V34

Através do calculo da distancia em coordenadas podemos obter uma
caracterizacao algébrica da circunferéncia.

Uma circunferéncia C.(Pp) de centro no ponto Py € o e raio r > 0 é

o conjunto dos pontos do plano 7 situados a distancia r do ponto A,
como ilustra a Figura 3.2, ou seja:

C(Po)={Pem: dP,P)=r}

Figura 3.2: Circunferéncia centrada no ponto Py, com raio r > 0.



Se Py = (a, b) séo as coordenadas do centro de uma circunferéncia,
num sistema de eixos ortogonais OXY do plano i, segue que

P = (Xty) e C,(.'DQ) = d(Pr.pg) = d(P,Pglz = rz — (x—0]2+(g_i3)2 — Fz.
Assim, associamos a circunferéncia C.(FPp) a equacao
(x —a) +(y—b) =r%,

que relaciona a abscissa com a ordenada de cada um de seus pontos. Isto
B

C(Po)={(x.y)em: (x—a)P+(y—bP=r’}

Por meio dessa equacéo, as propriedades geométricas da circunferéncia po-
dem ser deduzidas algebricamente.

Exemplo 3.2:

A equacao da circunferéncia de centro sobre um ponto Py = (0,0) e raio
de medida 3, como ilustra a Figura 3.3, é dada por:

(x —0) +(y — 0 = 3,

isto é x% +y>=0.

Figura 3.3: Uma circunferéncia de raio 3 e centro Py = (0,0) .

Note que o ponto A = (0, 3) pertence a circunferéncia Cs(0, 0), pois

0—0P2+(3—-07=09.



Da mesma forma, o ponto B = (2, v/5) também pertence, pois
22 4 (VB)2 = 9.
Ja o ponto D = (=2, —3) ndo pertence a circunferéncia, pois

(=2 + (=3 =13#9

Exemplo 3.3:

A equacao da circunferéncia de centro sobre o ponto Py = (3, 4) e raio de
medida 3, como ilustra a Figura (3.4), ¢ dada por:

(x =32+ (y—4)>%=09.

Note que o ponto A = (0, 4) pertence a circunferéncia C4(3, 4), pots:
0—32+(4—-47%=09.

O ponto D = (4, 3) ndo pertence, pois

(4-3P+ (347 +0.

Figura 3.4: Circunferéncia centrada no ponto (3, 4) e raio 3 .

Colocaremos uma orientacao na circunferéncia da seguinte maneira,
Considere dois pontos A e B na circunferéncia C(FPp). O arco anti-hordrio



—
com origem sobre o ponto A, denotado por [ (A, B), é o conjunto de todos
os pontos de C,(Pp) entre os pontos A e B, percorrido de A até B no sentido
anti-hordrio, como ilustra a Figura 3.5.

Figura 35: Arco anti-hordrio descrito em amarelo .

Por sua vez, o arco hordrio com origem sobre o ponto A denotado por
—

[ (A, B), é o conjunto de todos os pontos de C-(P) entre os pontos A e B,
percorrido de A até B no sentido hordrio, como ilustra a Figura 3.6

Figura 3.6: Arco horario descrito em amarelo .

O nosso objetivo nao é trabalhar com a circunferéncia através de sua



equacao algébrica como a definicao dada acima, mas como veremos, € obter
uma nova caracterizacao para a circunferéncia.




Definiremos matrizes formadas por elementos reais, assim como as ope-
racoes envolvendo matrizes. Apresentaremos algumas matrizes, chamadas
matrizes especiais. Enunciaremos os principais resultados envolvendo as
operacoes com matrizes. O objetivo principal deste capitulo é definir matriz
ortogonal. Para mais detalhes sobre matrizes consulte a referéncia [5]

Sejam m e n nimeros naturais néo nulos, uma tabela de m x n nimeros
reais dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticails) ¢
uma matriz do tipo (ou formato, ou ordem) m x n, ou simplesmente matriz
m x n. Denotaremos usualmente uma matriz colocando seus elementos (nu-
meros reais) entre parénteses ou entre colchetes.

Exemplo 4.1:
A tabela
[ 31 0 8 18
34 1 13 0 , , ,
o A= 90 x 56 11 | €uma matriz do tipo 4 x 4.
0 0 34 1

1 10 8 0 12
e B=1]20 1 13 0 23 |, éuma matriz do tipo 3 x 5.
90 & 56 11 29

Seja A uma matriz do tipo m x n, denotaremos um elemento qualquer
desta matriz da sequinte maneira: «; ; no qual o {ndice i refere-se a linha
e o i{ndice j refere-se a coluna em que se encontra tal elemento.

Convencionaremos que as linhas séo numeradas de cima para baixo, e as
colunas, da esquerda para a direita. De um modo geral, uma matriz A do tipo



m x n é representada por A = (ﬂu')m ., €M que [ e j sdo numeros intetros
positivos tais que 1< i <m, 1 < j<n, e gy éum elemento qualquer de A

Exemplo 4.2:
Considere a matriz

-5 7
A= 8 9
12 23 5
1. O elemento que esta na linha 1, coluna 1, é ay = —5;

2. O elemento que esta na linha 1, coluna 2, é ay; = /;
3. O elemento que esta na linha 2, coluna 1, é az = 8;
4, O elemento que estd na linha 2, coluna 2, é a2, = 9;
5. O elemento que esta na linha 3, coluna 1, ¢ a3 = 12
6

. O elemento que esta na linha 3, coluna 2, é a3, = 23.

As matrizes apresentadas a sequir, sdo chamadas de matrizes espe-
ciais.

1. Matriz Linha: é uma matriz formada por uma Unica linha

Exemplo 4.3:
A= [ 7 =12 20 ]

é uma matriz linha 1x3.

Exemplo 4.4:
B= [ 0 =17 ]

é uma matriz linha 1x2.

2. Matriz Coluna: é uma matriz formada por uma tnica coluna.



Exemplo 4.5:

34
90
41

—4

¢ uma matriz coluna 4x1.

A:

Exemplo 4.6:
4

B=|
V7

é uma matriz coluna 2x1.

. Matriz Nula: é uma matriz cujos elementos sao todos iguais a zero.
Pode-se indicar uma matriz nula m x n por 0, « .

Exemplo 4.7:

o _[0000
2)(4_0000-

€& uma matriz nula 2x4.

Exemplo 4.8:

000
0 00
000

¢ uma matriz nula 3x3.

. Matriz Quadrada: é uma matriz que possut o nimero de linhas iguais
ao numero de colunas. Se A é uma matriz quadrada do tipo n x n,
diremos que A ¢ uma matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 4.9:

N

é uma matriz quadrada de ordem 2.




Exemplo 4.10:

~l Ld| —

V3 1 4

& uma matriz quadrada de ordem 3.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, temos que:

i. Os elementos de A cujo indice da linha é igual ao indice da coluna
constituem a diagonal principal de A

Exemplo 4.11:

Se A é uma matriz quadrada de ordem 3, os elementos a1, a2, a3
formam a diagonal principal de A.

Ay a1z 0413
A= | an axn axs
G31 0432 433

i. Os elementos da matriz A cuja soma dos (ndices da linha e da
coluna é igual a n + 1 constituem a diagonal secundaria de A
Retornando ao exemplo anterior, os elementos a3, a,;, as; formam

a diagonal secundaria de A.

ap ay ag3
A= an ap axn
diz O3 013

5. Matriz Identidade. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A ¢é
denominada matriz identidade de ordem n (indica-se por /,) se os
elementos de sua diagonal principal sao todos iguais 1, e os demais
elementos sao iguais a zero. Assim:

1 , o
o h= ( 0 1 ) é a matriz identidade de ordem 2.



41. OPERACOES COM MATRIZES

10 0
e =1 0 1 0 | &a matriz identidade de ordem 3.
0 0 1
10 0
0 1 . L . :
e/, é a matriz identidade de ordem n.
: e
00 --- 1

4.1 Operacoes com Matrizes

Introduziremos as sequintes operacées com matrizes: adicdo de matrizes,
produto de um numero real por uma matriz e produto entre matrizes. Em
sequida demonstraremos as propriedades para estas operacoes. Iniciaremos
definindo quando duas matrizes sao iguais.

Duas matrizes A e B de mesma ordem m x n sdo iguais se todos os
seus elementos correspondentes séo iguais, isto €, sendo A = (dij)mxn ©
B = (bij)m=n temos que A = B se, e somente se, a; = by, para todo
i€ {1,2,..,m}eparatodo e {1,23,...n}

Exemplo 4.12:

Para que A = ( g :} ) e B= ( = _dS ) sejam iguais, devemos ter
a=3

1=d
e
h=-5

Adicao de matrizes.

Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = (0ij)uxn € B = (bij)uxn, @
soma de A com B (representa-se por A+ B) é a matriz C = (¢j)mxn em que
¢y = ay + by, para 1<i<mel1<j<n Emoutras palavras, a matriz
soma C tem mesma ordem que A e B e ¢ tal que cada um de seus elementos
¢ a soma de elementos correspondentes de A e B.



41. OPERACOES COM MATRIZES 17

Exemplo 4.13:
4 1 7 v - 1 3) 2 2 10
-2 5 V1 -6 9 1] | -8 14 VIi+1

Apresentaremos as propriedades da adicdo de matrizes.

Proposicao 4.1:

Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem (m x n) e 0,,,, a matriz
nula, de ordem m x n, valem as sequintes propriedades para a adi¢ao
de matrizes:

(I). Comutativa: A+ B=B+ A
(Il). Associativa: (A+ B)+ C=A+(B+ ()

(). Existéncia do elemento neutro: Existe M tal que A+M = A qualquer
que seja a matriz A, ., (Observe que, nesse caso, M é a matriz nula
do tipo m x n)

(IV). Existéncia do oposto (ou simétrico): existe A’ tal que A+ A" =0,,,,.

Demonstracao.

(I) Dadas as matrizes A = (DU)W” e B= (b{j)mm, temos:

A'I‘B:C:(CU)

Mostraremos que

e 3 +‘A =)= (d'if-)mxn'

m=n
C=0D.
Veja que para todo i € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... , m}, temos
Gy = G,‘Jr' + b”'.
Usando a propriedade comutativa dos reais

Cf'j- = b”. + Of‘f = dff'
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e, entao

C=D,

isto é

A+B=B+A

Mostrando assim que vale a comutatividade.
()  Dadas as matrizes A= (a;), ,B=(by) eC=(c), ., temos:
Yl mxn imxn Hmxn

A+B)+C=D=(d;)  eA+(B+C)=E= e

mxn mxin

Mostraremos que

D =E.

Veja que para todo i € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... , n}, temos:

du‘ = (GU -+ b;‘j] + CU'
Usando a propriedade associativa da adicao de ntimeros reais, podemos
escrever:

df'J" =ay;+ (bf;' + Cr’;’) = €

logo

isto é

A+B)+C=A+(B+ ().

O que mostra a associatividade.

()  Dadas as matrizes A = (GU) e M= (G,‘j) , suponha que

m»in =

A+M=A,

entao
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aij; + mi = daj g My = dj; — dy;
S My = 0
I

para todo i € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... ,n}.
Assim,

M = Omxm

ou seja, o elemento neutro da adicéo ¢ M a matriz nula.

(IV)  Agora mostraremos a existéncia de um elemento simétrico. Dadas as
matrizes A= (a;) A = (aj;) e 04y, a matriz nula de ordem m x n.
Suponha que

mxn'

A -+ Af = Omxn

entao,

a,-j—l-aff:(} e g;=0—-a;, © d,;=—0a;

/ /

para todo i € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... ,n}.
Assim,
A = —A.

Como consequéncia da existéncia do elemento simétrico, obtemos as
sequintes definicoes.

Definicao 4.1:

Seja a matriz A = (a;), . Chama-se oposta de A a matriz repre-

sentada por -A, tal que

m=irt

A i (_A) ES Omxn

onde 0,, é a matriz nula do tipo m x n.

Note que, se B é oposta de A entéo

A4+B=0
e dal, paratodo i € {1,2,... ,m} e je€ {1,2,... ,n}, temos
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a;+b,;=0 & a;=—b, & b;=—a,

Observe que a matriz —A ¢ obtida de A trocando-se o sinal de cada um de
seus elementos:

Exemplo 4.14:
Sejam as matrizes

(57 ) e [4 %)

A matriz oposta de A e oposta de B é representada, respectivamente, por:

A-(P 8] e (1 %)

Definicao 4.2:

Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (”U]mn e B= {b”)mxn,
chama-se diferenca entre A e B (representa-se por A — B) a matriz
soma de A com a oposta de B, isto é:

A—B=A+(-B)

2 5 2 3 2 5 zZ -3 4 2
-1 6 |- 2 5 =]l -1 6 |+ 2 b |=] -3 1
4 =2 3 -1 4 =2 -3 1 1 -1

Outra operacao envolvendo matrizes ¢ o produto de um ntimero real por
uma matriz, que definiremos a seguir

B Definicao 4.3:

Sejam A = (ay) e k um nimero real, o produto de k pela matriz
A (indica-se k- A) € a matriz B = (bj;)n«, onde b;; = k - a;;, para todo
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ie{1,2,....m}eparatodo j€ {1,2, ... ,n}

Isto significa que B é obtida multiplicando-se cada um dos elementos de
A por k.

Exemplo 4.15:
Seja a matriz A dada por

A=(9 4 —1).

Veja que

3A = (39 3:43:(-1))

= (27 12 -3).
Exemplo 4.16:
Seja a matriz A dada por

-5 2

=74
Veja que

B -2-(-5 -2.2

2 = ( ~2.7 =243 )

- (—12 —2\_/%)'

Em relacdo ao produto de um numero real por uma matriz, temos as
seguintes propriedades.
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Proposicao 4.2:

Sejam k e [ nimeros reais e A e B matrizes de mesma ordem, valem
as sequintes propriedades:

Lk-(L-A)=(k-0)- A

i k-(A+B)=k-A+k B;

i (k) -A=Kk-At LA

iv. 1T-A=A

Demonstracao.

Para o item i, sejam k e [ € R e A = (0;j)m», Uma matriz de ordem m x n,
temos

k-(l-A) = k-(I-a

U)mxn

= (kL ay)

mx=n

= (k ’ {} (a{j)mx:}

— (k-0)-A

No item ii, sejam k € R e A = (0j)mxn © B = (bij)mxn duas matrizes de
ordem m x n, temos
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3]
(O8]

k(A-’_ig] = k ((G’)’.]mxn-{- (b”)mxn)

= k'(ﬁ'd"’b”)

mxn

= (k- (aij+by))

mxn

(k “ @y + k- bu]

mxn

- (k ’ aff]mxn + (k ’ bf!)mxn—

= k- [G"f]mscn + k- (b"f)mxn

k-A+k:B.

Mostraremos agora os itens iii e iv. Sejam kel € R e A = (a;)mxn
uma matriz de ordem m x n, temos

(k+0-A = (k+1)-(ay)

mxn

= ((k + 1) - qu)

= (k (Ui;) il (G";"))mxﬂ
= k- (Uff)m X0 + 1 (Uff)f?? X0

= k-A+ LA

O que prova o item iii. Seja A = (0;)mx, Uma matriz de ordem m x n, temos
A =1 (a’j)mxn
= (1 ' G"J")mxn

= (g"f) mxn

= A

Assim, como a adicdo de matrizes e o produto de um nlimero real por
uma matriz, faz sentido falar em produto de matrizes.
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Definicao 4.4:

Dadas as matrizes A = (a;) e B = (by) chama-se produto

nxp'

de A por B, e se indica A B, a matriz C = (cy) em que

mxpe

kg =0n- b+ ap-ba+aa- b+ 0w -bae + o + @i - bgs

para todo i € {1,2,... ,m} etodo k € {1,2, ..., p}.

Note que

e Adefinicao garante a existéncia do produto A-B se o niimero de colunas
de A é igual ao nimero de linhas de B.

e A matriz produto C = A- B é uma matriz cujo nimeros de linhas é igual
ao numero de linhas de A e o niimero de colunas é igual ao nimero
de colunas de B, ou seja,

A(mxn] ! B[nxp} = C[mxp]-

Exemplo 4.17:

2 3 1 =2\ _ 2-1+3:0 2 (-2+3-5)_ [ 2 11
=1 0§\ 0 5 )} | (=1):1+0:0 [=1}:(=+0:5])" | =1 2

Vejamos as propriedades do produto de matrizes, assim com as de-
monstracoes dessa propriedades.

Proposicao 4.3:

Se A é quadrada de ordem n, entao

A l,=hL A=A

Demonstracao.
Seja A = (G'u-]mm uma matriz quadrada de ordem n e /, a matriz identidade
de ordem n, temos:

)
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—_ O
o

aqy - Ay,

O s g

A-l, =

ap1 "t Upp

Cfm'1+O‘nz'0+"'+0:m'0 0111‘0+Ga:2'0+"'+ann'1

(Q11-1+G‘120+-+G1”-0 a0+ ap 04+ +ay,-1

1-an+0-a+--+0-a1, -+ O-an+0-ap+---+1 0
) 1'G,ﬂ+0'a;;2:+"'+0'0g1;; O‘U;II+O'U,]2:+"'+1'Gn”
10 -0
0 1 0 din - Oin
[ A I P

Proposicao 4.4:

Se A= (ay)n«m cOm m = n, entdo

Ih-A=AeA-|,=A
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Demonstracao.

1 0 &4 0 a1 G2 - O

0 1 0 an Az - Uim
"‘n'A == : ’ ;

O D e Up1 Opz 0 Onp;,

n nx=m
1'011+0'021+"'+0'Gn1 1'ﬂ1m+0‘Cf)m+"'+0‘anm
0'011_‘_1'021_'_"'_"0‘(!!11 D'(ij?1+1‘GZH1+“'+0'0:‘HJI
Q-0 +0-an+-+1-ap - 0-aq1p+0-a +---+1-appy
an bty - Oy
ay Gn - Ozp
oy Oz 0 Opy S

O caso em que A - [, basta proceder de maneira analoga.

Definicao 4.5:

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a matriz A é dita inversivel
(ou invertivel) se existe uma matriz B (quadrada de ordem n), tal que:

A-B=B-A=1,

onde /, representa a matriz identidade de ordem n.

Neste caso, B é dita inversa de A e é indicada por A1

Exemplo 4.18:

A inversa de A = ( é ; ) A = ( _g _2 ) , pois
PR E S 3 -1\ (10
Gee —(53) (—5 2)‘(01)"2'

mxm
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e[ 33) (31)-(32)

Para verificar se uma matriz quadrada ¢ ou ndo é inversivel e, em
caso afirmativo, determinar sua inversa, utilizamos um processo baseado na
definicéo de matriz inversa e na resolucao de sistemas. Vejamos um exemplo
no caso da matriz 2 x 2.

Exemplo 4.19:

Determine, se existir, a inversa de A = ( g i )

Solugdo. Devemos verificar se existe

=4 a b
~={%a)
tal que
AA =1
Temos:
3 2 a b}y (10
54 ) \ed| 0 1]
Dal,

3a+2c 3b+2d\ _ [10
Sa+4c Sb+4d ) {0 1]

Do conceito de igualdade de matrizes seguem os sistemas:

3a+2¢c = 1
5a+4c = 0

cuja solucao é

3b+2d =
5b+4d =
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cuja solucao é
3
b=-1led= 5
Assim,
Zz —
e,
A= 5 3
2 2
Exemplo 4.20:

Determine, se existir, a inversa de X = (

— =2
—

q
2

Solucao. Devemos verificar se existe

= a b
veles)

tal que
X XV =l
Temos:
4 2 a bl (10
2 1) \ed] L0 ]
Dal,
4a+2c 4b+2d Y (1 0
2a4+c¢ 2b+d | {0 1]
Assim,
da+2¢c = 1 1 3b+2d = 0 2
2a+c =0 (M bb+4d = 1. )
Resolvendo o sistema (1):
dg-+2¢ = 1 4a+2c = 1
2a+c = 0 (x2) 4a+2c = 0.

E facil ver que o sistema acima ndo admite solucdes, pois ndo existem a

e creais taisque 0-a + 0-c=1. Desse modo, j@ podemos concluir que
ndo existe a inversa de X.
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Observacéao

O processo apresentado nesses exemplos pode ser aplicado a matrizes
quadradas de ordem n, n > 2. No entanto, para n > 3 o processo é,
em geral, trabalhoso.

Definicéo 4.6:

Dada uma matriz A = (a;)
por A') a matriz:

. chama-se transposta de A (indica-se

mx

/4,F — (g”]
tal que cr:f- = a;; para todo i e todo j.

Em outras palavras, a matriz A" é obtida a partir de A trocando-se,
ordenadamente, suas linhas pelas colunas.

en-155]

n=m

Exemplo 4.21:

A transposta da matriz A = [ 15 g

Exemplo 4.22:

o=
—
D=
wy]
=
|
L ry =
[y Sy B =

A transposta da matriz B = [

Proposicao 4.5:

Dadas as matrizes A e B do tipo n x m, entdo:

- (A=A

- (A+ B) = At 4+ Bt
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Lo
L

Il - Dado k €R, (k-A)' = k- A

IV - Considere a matriz C de ordem m x r, entdo (AC)" = C'A".

Demonstragao. Para o item |, temos que

a1 diz dim
ar  am U2m
A _
dg1 Un2 Unm
nxxm
Dat,
v dn &N
Ar _ a2 axp Q2
Q1 U2 Oam

m=n

Aplicando a definicao de matriz transposta seque que

an m
a a

t 21 2m

(A°) = :
am Uam G
= A
Para o item I, temos que
ayn+ by an+ by O1m + D1
an+bn an+bxn B2 + Dom
anm + Yf?xm = : : ;
ap1 + brﬂ Un2 + bn2 Onm + bnm
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I
=

Dat,
an+by a2z + by 0+ bm
X+ V) = G12fb12 GzszJzz G::szfrz
a1y —f— F‘Jq,,, dom —I— F‘sz Onm —|— bm,, X
an dn - dm bui by - bm
an an o Om biz ban - by
- + v i :
ayp dam - Uapm g bh]r bEm bnm o
= X'+ Y.
Quanto ao item lll, temos que
k-an k- ap k- aim
kA= k-axn k-ax k'ézr;:
k 'IO,-,‘| k - ‘Cfnz k - bnm
Dal,
k‘G‘H k‘0'21 k'an‘l
(k ' A}r _ k "CHQ k- .022 k- anp?
k- .O'hn k - IaZm k- :5':1”1
= kA,
Agora mostraremos o item |V, observe que
ayn a2 - iy 11 Ci2 C1r
AC — 021 Oz -+ Qp 1 C» Co
U Op2 - Unpm Cm1 G2 Crr

a1+ 01261 + -+ A Cmt
an ey + ancy + -+ d2pCi

m 1 + ap2C2 o e o amCm

1€y, Tk Q1263 et A1mCinr
a11Cy + 00C + -~ + A2mChy

1€y, + U2 Cof + -+ Apm Cone
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Entao
anmcn + Q120 S wp a1mCm1 - U1 + adn2C2 e O pmCm
¢ a11Ci + a1 + -+ d1pCmz -+ UpC12 + ApzCop + - + UpmCm2
(AC)' = . ;
a1Cir + 126 + - -+ QimCmr - A C1r + p2C2c + -+ - + TpmCinr
aan +C?1":'“|?+"'+Cm‘la'lm o OnMdm +C?1Gr12+"'+cnﬂﬂnm
Ci2011 + €012+ + G2l * ¢ G120 + C0pp ++++ + C2Upym
Cir01) + Cp@12 + -+ Cpe@im - CipQpt + Corlpy + - 4 CprQpm
= A

Definicao 4.7:

Uma matriz quadrada A de ordem n é dita simétrica se

A=A

Exemplo 4.23:

» ; [ 25 g (25 - .
Seja a matriz A = ( 5 4 ) temos que A" = ( 5 4 ) entdo A é uma

matriz simétrica.

Exemplo 4.24:

17 —1 4 1T —1 4
Seja a matriz B = —1 5 2 |, temos que B' = —1 h 2 |,
4 2 T 4 27

entao B é uma matriz simétrica.

Proposicao 4.6:

A matriz identidade, de qualquer ordem, é simétrica.

Demonstracao.
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Lo
L

Seja I, a matriz identidade de ordem n, assim:
0 --- 0
1 wws

-

1
0

Proposicao 4.7:

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:

| - Se A ¢ simétrica, entdo para qualquer escalar k, a matriz k - A
também é simétrica.

Il - A matriz nula, de qualquer ordem, é simétrica.

Demonstragao.
Provaremos apenas o item |. Seja k € R e

gy - Oy
Ansn = : :
Gpr - dpn
uma matriz quadrada de ordem n tal que A = A" Por iqualdade de

matrizes, temos que

aj =0 Yij={1.2....n}.

k-ay -+ k-a, kean - k-apm
kA= o = A =k A
k - g - k - Gyn k - a1, - k - Onn

Portanto k - A é uma matriz simétrica.
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Uma matriz quadrada A de ordem n é dita antissimétrica se
A=Al

Equivalentemente, os termos a;, satisfazem

ay = —ay.

Observacao

Considerando que uma matriz A quadrada de ordem n é antissimétrica,
como a;; = —aj; entdo os elementos da diagonal principal devem ser
nulos. De fato,

O = —Ayf = i = 0.

onde k é intetro, 1 < k < n.

Exemplo 4.25:

Seja a matriz

0o 7 —1
B=| -7 0 4
1 -4 0
temos que
0 —7 1
fg= /7 0 —4.
-1 4 0
Assim, B = —B' o que implica que B ¢ antissimétrica.
Exemplo 4.26:
Seja a matriz
0 3
SIEE)

temos que

o
|
—_—
w o
|
= W
e
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Assim, A = —A", o que implica que A é antissimétrica.

Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ortogonal se A é inversivel
e se

AV = A

Em outras palavras, A € ortogonal se

A A= A=l

Observacao

Para mostrar que a uma matriz,digamos A, quadrada de ordem n ¢é
ortogonal é suficiente mostrar que

AA =1

Proposicao 4.8:

A inversa de uma matriz ortogonal também € ortogonal.

Demonstracao.
Se A é ortogonal, entdao A™' = Al, assim

donde

Proposicao 4.9:

O produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.
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Demonstracao.
Sejam A e B duas matrizes ortogonais de ordem n. Como A e B sao inver-
tiveis, entdo j& vimos que AB também é invertivel e que (AB)™' = B 1A,
Dal
AB(AB)' = AB (B'A") = A(BB') A' = AIA" = AA" = |,
e

(AB)'AB = (B'A") AB = B' (A'A)B=B'IB=B'B=1.

Exemplo 4.27:
A matriz
1 1
V2 V2
A
1 1
v2 V2
é ortogonal, pois
1 1
V2. V2
Al =
A, Gl
V2 2
e
1 1 1 _1 1 1 1 1
V2 V2 7 V2 7273 273
A-A = = =(
1 1 1 1 1 1 T 1
e — — —_ ___|__ _+_
V2 V2 V2 V2 2°'2 12
e
1 1 1 1 1 1 1 1
V2 V2 V2 V2 5V5 377 ’
1 1 1 1 1 9 1+1
V2 V2 V2 V2 2 4 22
Portanto,

A-Al=A" A=

-
)

- O



41. OPERACOES COM MATRIZES

Lo
|

Exemplo 4.28:
A matriz

-1 0
0 —1
é ortogonal, pois A é simétrica e
i1 oN{-1 o 140 0+0 10
AR =L 5 =1 0 -1/~ - =k
0+0 0+1 0 1

Portanto,

Exemplo 4.29:
A matriz

’ . ' v iy
¢é ortogonal, pois A é simétrica e

0 1 0 1 0+1 040 170
e . e =y
- (13)(34)- ()
0+0 1+0 0 1

Portanto,
A-At=A <A =1,

Exemplo 4.30:
A matriz

[ 7o)

¢é ortogonal, pois A é simétrica e

I 0 0 0+1 040 10
AA=l 1 o)i~1 0]~ - =
0+0 140 0 1

Portanto,
A-At=A" A=
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Colocaremos todas as matrizes de ordem m x n, com elementos reais
em um conjunto da sequinte maneira.

men = {A = (U{j)mxn Loay = ]R}

Assim, podemos definir o conjunto das matrizes ortogonais como um subcon-
junto de M, ., da sequinte maneira:

Oy = {A eM(n,n) ;A A = ;‘}.



Introduziremos a definicdo de determinante de uma matriz, e apresentando
algumas de suas propriedades. A nocao de determinante sera utilizada no
proximo capitulo fornecendo uma condicao fundamental para a distingao en-
tre duas maneiras diferentes de escrever a mesma figura geométrica. .

Seja A uma matriz de ordem n, afim de definirmos o determinante da ma-
triz A, que denotaremos por det A, consideraremos os seguintes casos para
e A

()

(i)

Se A é uma matriz de ordem 1, isto é, A = [ayy], entdo o determinante
da matriz A é dada pelo elemento ay;. Ou seja,

det[aﬂ] = an-.

Exemplo 5.1:
Seja a matriz A = [16], temos que detA = 16.

Exemplo 5.2:
Seja a matriz A = [—5] temos que det A = =5,

Se A é uma matriz de ordem 2, isto é,
a aqz
A= 1A 12 ,
az a4z
entdo o determinante da matriz A ¢ dado como a diferenca entre o

produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos
da diagonal secundaria. Ou seja,

a a
det i = = andy;y — d;dn.
an an



Exemplo 5.3:
Seja a matriz

25
temos que detA=2.-3—-1-5=6-5=1.
Exemplo 5.4:

Seja a matriz
~dr 19

temos que detA=—-4.3-5-9=-12—-45=—-4/.

(li) Se A é uma matriz de ordem 3, isto é,

dyp Oy dig
A= | an a»n an
a3x1 432 033

entdo o determinante de A é dado por

G117 G4z dq3
det| a» ax»n a1 = O11-022°'033+012:0723-031+013-021° 03— 013022031 —d11- 023 G3p—012°0
s d3z 033

Exemplo 5.5:
Seja a matriz

I
ll
o o
= P
S0l

temos que

detA = 1-2:643-3:1+2:0-0—2:2:1-1-3-0—3-0-8 = 16+9+0—-4-0-0 = 21.




Exemplo 5.6:
Seja a matriz

In
Il
N =W
SN
Ul R

temos que

detA = 315+4232421-4—21-2-334-215 = 15+1248—4—36—10 = —15.

Para definirmos o determinante de uma matriz de ordem n > 3, utili-
zaremos a nogao de cofator, dada da seguinte maneira. Seja A = [a;]
uma matriz de ordem n > 2, dado um elemento ay € A o cofator de
a,;, denotado por A;;, é definido como sendo o nimero:

A= (=1)" Dy, (1)

onde D;; ¢ o determinante da matriz resultante, obtida eliminando-se
a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz A.

Exemplo 5.7:
Seja a matriz

2 5
=53]
temos
A11 = (—1]“4 : D11 — D-]] = det[B] = 3;
A12 = (—1]1+2 . D12 =N D12 =7 . d@t“]: — - = —1:
Ay = (1P Dy =—1-Dy=—1 det]5]=—-15= -5
Az (=1)*2 . Dy = Dyy = det[2] = 2.
Exemplo 5.8:

Seja a matriz



temos que

A = (=)
Ap = (—1)12.
Ay = (—1)
Ay o= [T

An = (—1)2%2.
A = (=12
Ay = (=1

Aam = [0
Az = (=1pP+.

3 2 2

A=1T T 3

2 4 5

Dy1 =1 Dy —
Dip==1-Dp =
Piy=71-Og =
Dy =-1-Dy =
Bt iihy =
Dyy=—1-D3 =
Dy =1-Dyy =
Dyp=-1-Dyp =
Dy =1-Dp =

1 det

—1-de

1 det

I 1
1 In —a

t

—1-de

1 det

—1-de

1 - det

—1 - de

1 det

j 1
1 [ —af

t

F 1
Ty T

t
[ 2
!

t

i
|

Ul

o R

3 L Ly
L |

I N
(SRR L] o =

3
2

2
3
3
1

T S L N
L I

T S 5.
L J

Ld ML

50 o
1 -

Assim, se A é uma matriz de ordem n > 3, isto é,

a1 0z
ay an
I ap1 g2

a3
ax

Cn3

a1p
azn

gﬁ‘ﬂ

entdo o determinante da matriz ¢ dado da sequinte maneira: escolha
uma linha ou uma coluna qualquer da matriz A, digamos que a nossa
escolha seja a primetra coluna {a1, @21, ..., am }, seque que:

detA=ay-An+an -An+...+dmn An.

(5.2)
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Exemplo 5.9:
Seja a matriz

2
3
5

= o R oo
Ul — W
e Y |
—

2

escolhendo a primeira coluna para aplicar a definicao de determinante,
temos que

detA=0-An+0-An+0-A+1-Ay=1-(—15) = -15,

Como a nogao de cofator faz sentido para todo n > 2, seque que a partir
da equacdo (5.2), obtemos a definicdo de determinante dada para matrizes
de ordem 2 e 3. Assim, se A = [a,-j] é uma matriz quadrada de ordem n > 1,
entao o determinante de A é dado por (5.2).

Exemplo 5.10:

Se uma matriz de ordem n > 1, tiver uma linha ou uma coluna formada
apenas por zeros, entdo esta matriz possui determinante igual a zero.

Solugdo. Seja A uma matriz de ordem n, dada da seqguinte maneira:

air a3 0ipg 0 et O1,
021 ap a3 dyq 0 aypu.. ag
A= ,
| On1 On2 an3 . -Unp—’l 0 an-i—’l . UOpp ]

escolhendo a coluna p que é formada apenas por zeros, por definicao
temos que

dBtA =0 Ay + D Ags s + 0 Ay =0:

A seguir enunciaremos algumas propriedades de determinantes. As
demonstracoes serao omitidas, o leitor interessado pode consultar a refe-
réncia [1].

Se A é uma matriz de ordem n, entao

det A = det A"



Exemplo 5.11:
Seja a matriz

& 2
A= [ 13 ] '
temos que sua transposta é dada por
31
By
-[31]

Donde det Al = detA=7.

Seja A uma matriz de ordem n. Se A é uma constante real, entao
detA- A= A"-detA.

Exemplo 5.12:
Seja a matriz

—6 —4 —4
A=| -2 -2 -6
-4 —8 —10
temos que
-6 -4 —4 3 22
detA=det| =2 =2 —6 | =(=2P>.det| 1 1 3| =120
-4 -8 -10 2 45

Seja A uma matriz de ordem n > 2. Se trocarmos a posicao de duas
linhas ou de duas colunas paralelas, obtemos uma nova matriz B, tal que

det B = —det A.
Exemplo 5.13:
Seja a matriz
3 -1 2
A= -2 1 6
1 2 0



trocando a primetra linha pela terceira linha, obtemos a matriz

1T 2 0
B=|-2 1 6
3 =1 2

Segue que
3 -1 2
detB=—det| —2 1 6 | =52
1 2 0

Se uma matriz de ordem n > 2 tem duas linhas ou duas colunas paralelas
iguais, entao
detA=0.

Exemplo 5.14:

N 5 2 a
b 1 10 b

det| = 4 12 ¢ |~
d =23 18 d

Se uma matriz de ordem n > 2 tem duas linhas ou duas colunas paralelas,
formadas por elementos respectivamente proporcionais, entao

detA=0.

Exemplo 5.15:
Seja a matriz

2z 2
(27

temos que a primeira coluna € obtida multiplicando por 6 a segunda coluna.

Assim,
12 2
detA=c|et[ 6 1]=O.




Exemplo 5.16:
Seja a matriz

MO~ =

temos que

i
det {7}
2

A proposicao a sequir é conhecida como Teorema de Binet. Se Ae B
sdo duas matrizes quadradas de ordem n, entdo

det(A- B) = (det A) - (det B).

Exemplo 5.17:
Sejam as matrizes

1 2 g g

A=[3 4] *B=lo 5]
temos 5 13
AB:[B 29

Assim, det(A - B) = det(A) - det(B) = —2 - 10.

Como consequéncia do Teorema de Binet (Proposicéo (5)), o corolério
a seguir fornece uma maneira de calcular o determinante de matriz inversa.

Corolario 5.1:

Se a matriz A tem determinante nao-nulo, entdo

1
et A~ = .
e det A




Exemplo 5.18:

Seja a matriz

temos que




No caplitulo 3 vimos que a circunferéncia de raio r > 0 é um subconjunto
do plano formados por todos os pontos do plano que distam r de um ponto
fixo. Partindo desta nocao, combinado com a distdncia entre dois pontos no
plano, chegamos a uma equacdo algébrica que representa a circunferéncia.

No presente capitulo reescreveremos a mesma figura geométrica, a cir-
cunferéncia, utilizando operacoes com matrizes. Assim, dados dois pontos
quaisquer sobre uma circunferéncia sempre encontraremos uma matriz de
ordem 2 que relaciona estes pontos. Este capitulo é baseado nos trabalhos
dos autores: (de Aguiar; Souze, [2H3]) e (Oliveira; Souza, [6]-[7]).

6.1 A Circunferéncia Escrita Como um Produto de
Matrizes

Inictamos escrevendo uma circunferéncia como um produto de matrizes.
Mais precisamente, escreveremos os pontos sobre uma circunferéncia cen-
trada na origem através do produto de matrizes.

Seja Op) o conjunto das matrizes ortogonais de ordem 2, isto ¢,
0[2] ={A; A'Ar=f_)]>

e como adotado no capitulo 3, denotamos por C, a circunferéncia de centro
(0, 0) e raio r. ldentificaremos os pontos de um plano através de matri-
zes. Seja um plano 77 com um sistema de eixos ortogonais OXY, podemos
representar o plano 7 da sequinte maneira:

m={(xy): xy€R}
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Assim, cada ponto P € i sera representado por P = (x, y), e naturalmente
representaremos P por uma matriz coluna

Como uma circunferéncia C.(FPy) é um subconjunto do plano i, onde

_ X0
P"_[Uo]'

entdo representaremos cada ponto P da circunferéncia C,(Fp) por uma matriz

P e | X | ,
L,‘

tal que (x — xo)’ + (y — yo)* = r*. Em particular,

g = {[Xl EIRz;x"2+y2 =r2]».
Y

Mostraremos que o produto de uma matriz ortogonal de ordem 2 por um
ponto da circunferéncia C, ainda é um ponto em C,.

Proposicao 6.1:

Sejam a circunferéncia

C,.={[;]ER2:XZ+512=V2}.

0{2]={A . A'Ar=.“g},

e o conjunto

Se P € C,, entdo para toda matriz A € Op) tem-se que Ax Py € C,.

Demonstracao.
De fato, dada uma matriz ortogonal
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e seja um ponto na circunferéncia C,

Temos que

datl

(axo + byo)® + (exo+dyo)® = x¢(a® + ) + y§(b® + d?) + 2xyo(ab + cd)

Por hipdtese, temos que

AL A = b,
isto ¢,
a c a B __[1 8
b d e d)]| | D 1
a’ + ¢ =1
e b + d* = 1 (2
ab + ¢d = 0

Substituindo (2) em (1), obtemos
o1+ yb-1 4+ 2xu0-0 = x5 + yj.
Temos ainda por hipdtese que
Po € C — ¢ + yb = r*

Portanto,
(axe + byo)2 + (exo + dg0)2 = r.

Assim, seque que
APy C B

completando a demonstracéo.
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Exemplo 6.1:

. : 3 ,
Consideramos a matriz coluna Py = , sobre o plano como ilustra a
. 4

Figura 6.1

a

Figura 6.1: O ponto P sobre o plano .

A Proposicao 6.1 garante que multiplicando uma matriz ortogonal de
ordem dois A, pelo ponto Py, obtemos uma matriz coluna sobre uma cir-
cunferéncia de centro na origem e raio 5. Ou seja, multiplicando matrizes
ortogonais de ordem dois pelo ponto /%, sempre obtemos um ponto sobre
a circunferéncia de centro da origem e raio 5.
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Assim, partindo do ponto P, obtemos 0s demalts pontos da circunferencta
de raio 5, como ilustra a Figura 6.2.

Figura 6.2: O produto AP, sobre a circunferéncia.

As proposicoes a sequir, mostram que qualquer circunferéncia de centro
na origem e raio r > 0 esta contida no produto de Op por um ponto que
pertence propria circunferéncia C..

Proposicao 6.2:

Sejam uma circunferéncia

C,:H;]ERQ:;(EJF;,F:H}

0[2]={A 4 A'Ar=:’2}.

e 0 conjunto

Se Py = , entao para todo ponto P € C, tem-se que P =

I
0
A x Py para alguma matriz A € Oy, onde r > 0.
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Demonstracao.
Dado um ponto arbitrdrio P € C,, mostraremos que existe uma matriz A €
Oy tal que

As By = P
Dividiremos a prova em dois casos:
#
0
tomamos a matriz A como sendo a matriz identidade de ordem 2. |sto mostra
0 que queremos.

Caso |. Suponhamos que o ponto P seja dado por P =

/1

X : a ¢
q eseJaA—[b d],temcsque

|
Ilv]=[0]

Caso Il. Suponhamos que P =

a ¢
b d
a — —
-
—
5 — 39
:
Como A € Oy, entao
x? Xy
;‘_2+C2 F-'-Cd 1 D
. l‘= —
A-A L , [0 1]

Yired Ly

2 rZ

Segue, por igualdade de matrizes, que

2
X {
E= r

L X

Substituindo o caso, ¢ = % em r_g = —cd, obtemos que

d=-%
I

Desta forma,



6.1. A CIRCUNFERENCIA ESCRITA COMO UM PRODUTO DE
MATRIZES

¢
-
A=
g,
r r
Como A é ortogonal, entao
A-A=A A=

dal, todas as condicoes sdo satisfeitas, pois A€ Op, Ppe PeC, e

X Yy
rooor 4 x
¥4 _X 0 y
r r
Y y ;
Caso tenhamos, c = —= o resultado é analogo.
r

Note que no caso em que

e lnele] < e[ 2]

Para todo r > 0 a construcao ¢ andloga a obtida na demosntracao acima.
Isto completa a demonstracao.
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Exemplo 6.2:

; ; 3 : :
Consideramos a matriz coluna P = V7| sobre a circunferéncia de

centro na origem e raio 4 como ilustra a Figura 6.3

i}
g

Figura 6.3: O ponto PP sobre a circunferéncia .

A Proposicao 6.2 garante que existe uma matriz ortogonal A tal que
P = APy. Além disso, a matriz ortogonal A é dada através da demonstracao
da Proposicao 6.2. Ou seja, conhecendo quaisquer dois pontos sobre a
circunferéncia de centro na origem e raio 4, obtemos a matriz ortogonal
que relaciona estes dois pontos.
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MATRIZES ﬂ
ASsLM, 0S POﬂtDS Fp e F sao POI‘]IOS sobre a cucunferencta, como ustra a

Figura 6.4.

4@

Q

Figura 6.4: O produto AP, sobre a circunferéncia.

De um modo geral, temos a seguinte inclusao.

Proposicao 6.3:

Sejam a circunferéncia

C,-Z{[;]EIRZ:XZ—FQ'Z:H}

0{2]={A : A'Ar=i"z}.

Se Py € Cr é um ponto qualquer entdo para todo ponto P & C,
tem-se que P = A x Py para alguma matriz A € Op,.

e 0 conjunto

Demonstracao.
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Se o ponto F é da forma
P

entdo pela Proposicao 6.2, obtemos o desejado.

Suponhamos que Py € C, seja diferente dos casos estudados anterior-

mente, isto é,
X
Po=| 0],
Yo

com xp # 0 e yo # 0. Dada uma matriz ortogonal

28]

e um ponto P € C,, temos que

g = X CYo )
Xo
Al-Pp=P
fias g = dyo
Xo
Por hipétese, temos que
A-A=L
Entao
[ (x—cyo , 5" x—cyo\ (y—dyo ol
), e (22t (452 + e
X3 Xp X0 B [ 10 ]
I L
: 6
(U_db‘o) (X—Cyo)+cd ol (y—ﬁjyo]2+d2{J
L X0 X0 Xo Il

De (3), temos que

2
(X 290) +C2:1 PN CEFZ_C(ZXgO)+X2_X§:O .
Xp
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Resolvendo a equacao de 2t grau em ¢, obtemos que

 xyoEtxoy U

& '
Considere o caso ¢ = M. Por (1), temos
r
g = 20~ H50
ri
Por (4) e por (7)
Jd = —XXo + Yyg
- ==
=
Substituindo em (2), temos
i — DT HD,
r

Assim
XXo — YYo yX0+XyQ
rZ 2

XtYo + Xof  —XXp + Yyy
2 e

Note ainda, que a matriz A é ortogonal, logo

oo g [ B
A‘A_A-A_[O1.

Por fim, temos que

XXp —YYo  XYog+ Xy

r r x X
APy = [ ! ] = = P
XY +xyo —xx0+yyo | LYo y
2 2

Assim, todas as condigoes sao satisfeitas, pois A€ Oy, Py e P & SJ. e
APy = P

Portanto,
C. CA - Py
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XYo — XoY

Para o caso em que ¢ = 5
r

, procedendo de maneira analoga,

obtemos a matriz
Xxp + yyg yYxg — XYyp

2 2
H =
XYp — Xy XXo+ Yyo
P 2
Donde obtemos o desejado.
Exemplo 6.3:
3

Consideramos a matriz coluna P = V7 ] sobre a circunferéncia de

centro na origem e raio 4 como ilustra a Figura 6.5

Figura 6.5: O ponto P sobre a circunferéncia .

A Proposicao 6.3 garante que existe uma matriz ortogonal A tal que
P = APy. O melhor de tudo é que a matriz ortogonal A ¢ dada atraveés da
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demonstracao da Proposicao 0.3.

Assim, de um modo geral relacionamos os pontos Py e PP sobre a cir-
cunferéncia de centro na origem e raio 4, como ilustra a Figura 6.6.

=

Figura 6.6: O produto AP, sobre a circunferéncia.

Seqgue pelas proposicoes 6.1-6.2 e 6.3 que a circunferéncia de centro
na origem e raio r > 0 fica completamente determinada através do produto
de matrizes ortogonais por um ponto que pertence a circunferéncia. Ou seja,
conhecendo-se um ponto Py sobre a cincunferéncia de centro na origem e
raio r > @, C,, concluimos que C, é dada da seguinte maneira:

G ={APy: AA = b}, (6.1)

Por simplicidade podemos tomar 7y = [ A

0

] , e entao obtemos que C, é

dada por:

= cal L le s B al=lon] v

Em outras palavras, fatoramos todo ponto de uma circunferéncia centrada
na origem como um produto de matrizes dada através das expressoes (0.1) —
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(0.2). Além disso, fatiamos todo o plano em circunferéncias que séo dadas
atraves das expressoes (6.1) — (6.2), como ilustra a Figura 0.7

Figura 6.7: O fatiamento do plano em circunferéncia.

6.2 A Circunferencia Escrita Como Produto e Soma
de Matrizes

Nesta secdo generalizaremos o que foi que foi feito na secdo anterior.Ou
seja, mostraremos que uma circunferéncia centrada em um ponto Py e raio
r > 0, denotada por, C,(F) pode ser representada algebricamente, através de
operacoes com matrizes ortogonais de ordem 2. Para isto, de modo analogo
ao que fizemos na secao anterior, identificaremos os pontos de um plano
através de matrizes. Seja um plano 7 com um sistema de eixos ortogonais
OXY, podemos representar o plano 7 da sequinte maneira:

r={xy): xyeR}
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Assim, cada ponto P € i sera representado por P = (x,y). Assim, de
modo natural, representaremos P por uma matriz coluna, isto é

Como uma circunferéncia C.(FPy) é um subconjunto do plano i, onde

_ X0
P"_[Uo]'

entdo naturalmente representaremos cada ponto P da circunferéncia C,(Fy)
por uma matriz coluna:

tal que (x — xo)* + (y — yo)* = 1.
O resultado a sequir, que terd grande utilidade nos resultados poste-
riores, nos diz como as matrizes ortogonais podem ser obtidas.

Proposicao 6.4:

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2. A é ortogonal se, e somente

se,
a b a b
A=[_b ﬂ] ou A=[b —a]
onde a’+b% = 1. Além disso, podemos trocar A por A’, na equivaléncia
acima.

Demonstracao.

a ¢ Isto é
| b d | :
A-A'=A"- A=, onde |, é a matriz identidade de ordem 2. Temos que,

b a c a b [10]
A = %[b d]'[c d]“[o 1|’

Considere de modo arbitrario uma matriz ortogonal A =

a4 e? ghaecd 10
ba+dec bB2+d?2 | |0 1|
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Disto segue que

a’+c? =1
ab+cd=0
b?+d? =1.

Por outro lado,

e a b a c| |10
A= ‘i”[c d]‘[b d]—[o 1]

a’ + b* =1
S dagc+bd=0
e +d>=1.

Obtemos através dos sistemas acima que: +ct=1ead°+b’=1,0
que implica ¢? = b% ou seja, ¢ = £b. Obtemos ainda que: a’ +c? =1 e
c’ 4+ d? =1, donde a’ = d°, logo, @ = +d. Além disso, temos ainda que
ac+bd = ab+ cd =0, mas isto acontece se, e somentese, d=ade ¢c= —b
ou g =—d e c = b Portanto, a matriz ortogonal A é dada de uma das

seguintes maneiras:
a b ou a b
b —a —b a |’

onde a? + b% = 1.

Reciprocamente, se

a b a b
A:[b —a] UUA:[—b a]'

com a* + b? =1, entédo

Ou A-A*=[fbﬁ]'[ﬂgb]=[“]
=[5 2[5 %] (6 9]

De qualquer modo,
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6.2.1 Escrevendo A Circunferéncia Através de Matrizes - Co-
nhecendo o Seu Centro e um Ponto da Circunferéncia
Centrada na Origem.

O primetro grande resultado, garante que podemos obter a circunferéncia

’ . - !
C.(Pp), atraves do produto de matrizes ortogonais pelo ponto P = l 0 ]

como ilustra a Figura 6.8.

Figura 6.8: Circunferéncia de centro Py e raio 3,18 .

:

Seja C.(Po) uma circunferéncia de centro num ponto Py = | o ] 55

Yo
o) en
= 0 , entdo

Cc(Po) ={AP+ Py : AA"=A'A=L].

Demonstracao.
Inicialmente, mostraremos que todos os pontos do conjunto

AP+ Py = AA' = A'A= I,

pertencem a circunferéncia C.(Pp). Para isto, considere de modo arbitrério
uma matriz A, ortogonal. Pela Proposicao 6.4, temos que
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s _ |a b ] [r X0

AP+ Py = _b_G] |0]+[90]

[ ar+x

| br+yo

ou

[ e b e Xo
apirn = | 9, G] [0]+[ga]

_ [ ar+x

| —Dr+ o

onde @’ + b? = 1. Agora, note que

(ar +x0—x0)? + (br + yo—yo)® = @’ + b*r?
(a® + b°)r’
2
e
(ar + x0 — x0)* + (—=br + yo— yo)* = a*r* + b*r?
= (¢®+b%)r*
2

= i,

Com isto, fica provado que cada ponto AP + P, tal que AA" = A'A = [,
¢ um ponto da circunferéncia C.(Fy).

: X B ¥ : T
Por outro lado, seja X = y um ponto arbitrario da circunferéncia

C/(Po). Note que
XeE{AP+ P, : A AM=AA=Lle3 B : X=BP+ P,

com BB' = B'B = /5.

Observe que a matriz
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é ortogonal e BP+P; = X. Logo, o ponto X pertence ao conjunto {AP+ P
AA" = A'A = |,}. Com isso, obtemos que

C(Po) C {AP+ Py : AA' = A'A= b}

Portanto,
C(Po) ={AP+ Py : AA'= A'A= |}

Exemplo 6.4:

Seja C4(Py) uma circunferéncia de raio 4, centrada no ponto P de abscissa
1 e ordenada 3, entao podemos representar C4(FPg) pelo conjunto:

a b |4 4. 1
c d 0 2 |°
i ] ¢ ortogonal. Como ilustra a Figura 6.9.

onde [ 3,

Figura 6.9: Circunferéncia centrada em P = [ ; ] e raio 4.

Como consequéncia direta do Teorema 6.1, obtemos o seguinte coroldrio,
que apresenta duas caracterizacées distintas para a mesma circunferéncia.
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Corolario 6.1:

: 1 & i )
Seja C.(P) uma circunferéncia centrada no ponto P, = [ LJO ] >
0

r - . : :
P = [ 0 ] entéo C,(Py) é dada de uma das seguintes maneiras:

(1)
C(Po)={AP+Py : AA =1 e detA=1}.

(it)

Ci(Po) = {AP+ P, : AA'=), e detA= _1}_

Demonstracao.
(i) Com efeito, pelo Teorema 6.1 temos que cada ponto do conjunto

{AP+ Py : detA=1}

pertence a circunferéncia C,(FPp). Mostraremos apenas que cada ponto da
circunferéncia C.(Pp) pertence ao conjunto {AP + Py : detA = 1} Para

isto, tomamos arbitrariamente um ponto X = ; € C.(P). Observe que

Xe{AP+ Py : detA=1}ed B: X=BP+#F,
com BB'=B'B=1/, e detB="1.Veja que a matriz

a b
=] % ..
onde
X — X0
0 =
_fyo
b= 2

7
cumpre a igualdade.
Portanto, fica provado o item (i).
A demonstracao de (ii) é analoga, basta considerar uma matriz B =
a b
b —a
(ue

, onde a’+ b%? = 1. Dal, segue-se que dado X & C,(Fo), tem-se

XE{AP+Py, AA =A'A=1l e detA=—1}.
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Exemplo 6.5:

Considere C3(/%) a circunferéncia de raio 3, centrada no ponto Py de abs-
cissa -1 e ordenada —1,5, entdo podemos representar C5(F;) de uma das

seguintes manetras:
a b 3 5 -1
~b a| |0 ~=1.5

oz Lol 55

onde @’ + b? =1e c?+ d? =1, como ilustra a Figura 6.10.

(i)

2
/—_\‘\
+ 4 2 1 o 1 £

o

_——

Figura 6.10: Circunferéncia centrada em Py = [ __115 ] e raio 3.

Atraves do Corolario 6.1, conseguimos uma reformulacao dos resulta-
dos apresentados na secéo anterior.

Proposicao 6.5:

Seja C-(0) uma circunferéncia centrada na origem O = [ 8 ] Se
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P = [ 6 ] entéo C,(O) é dada de uma das seguintes maneiras:

(1
C(O)={AP : AA'=1| e detA=1}.

()
C(O)={AP : AA'=1 e detA=—1}.

Demonstracéo. Basta toma Py = O no Corolério 6.1.
Exemplo 6.6:

s , 3 , s
Consideramos a matriz coluna P = [ 7 | sobre a circunferéncia de

centro na origem e raio 4 como ilustra a Figura 6.11

Figura 6.11: O ponto P sobre a circunferéncia .

A Proposicao 6.5 garante que existe duas matrizes ortogonais A, uma
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com detA = | e a outra com detA = —1 tal que F = AF,, como wustra a

Figura 6.12.

!

Q

Figura 6.12: O produto APy sobre a circunferéncia.

O resultado a seguir generaliza um pouco mais o Teorema 6.1. Con-

; X ; s
sideraremos um ponto P= [ y e mostraremos que uma circunferéncia de

X : ; j
centro Py = [ yﬂ , pode ser obtida como um produto de matrizes ortogonais
0

por um ponto P & C.(O), como ilustra a Figura 6.13.
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Figura 6.13: Duas circunferéncia de raio 2, uma centrada na origem e a outra
de centro F,.

Teorema 0.2;

Seja C.(Po) uma circunferéncia centrada num ponto Py = [ ;0 ] . Se
0

x | s , : -
P = [ é um ponto fixo qualquer, em uma circunferéncia centrada

na origem, C,(0), entao

C(Po)={AP+ Py : AA'=A'A= b},

Demonstragao.
. o u ,
Considere arbitrariamente um ponto P = [ y ] € C(0) e A uma matriz

ortogonal de ordem 2.

Temos que
_|a c] |u X0
ween= [ V)AL

au+cv+x
bu+ dv + yo
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Note que

(au+ cv + xo — x0)? + (bu + dv + Yo — 90]2 = a’u? 4+ 2aucy + AV + b2u? + 2budv + d*V
= (0’ + b)) + (¢ + d*)V2 + 2uv(ac + bd)

Como A é ortogonal, temos que a?+b? = ¢?+d* = 1. Além disso ac+bd = 0.
Logo,

at+ v+ 2 —x1 + (bu 4 dv 4 ys— gl = v+ vH=r?,
( 0 — Xo)” + ( Yo — Yo)

pois d(P, O) = r, onde O é a origem do plano cartesiano.
Logo, o ponto AP + Py pertence a circunferéncia C.(F). Por outro lado,
dado arbitrariamente

X [ i ] € C,(Py).
Y
O ponto X pertence ao conjunto
[AP+ Py @ AA"'=A'A= 5}

se, e somente se, existe uma matriz ortogonal de ordem 2, B, tal que X =
BP + P.
Considere a matriz

u(x —xo) + v{y —yo) VX — x0) — uly — yo)

N 2 2
B=1 vix—x)—uly—yo) ulx—x5)+ v(y— yo)

rZ r2
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Note que
u(x —Xo) + V(Y — Yo) VX = x0) — u(y — Yo
BP + Py = F 3 U] X
0 = o - - - ) Yo
VX =Xo) —uly — yo)  ulx — Xo) + V(Y — Yo)
! r’ r’
ulu(x —xo) + v(y —yo)| | V[vix = x0) — uly — yo)| 1
2 + ) + Xg
: uv(x — xo) —u(y — yo)] | V[u(x —x) + v(y — Yo)]
| r2 T r? + Yo |
[ v?(x —x0) + uv(y — yo)  vi(x — x0) — uv(y — yo) T
2 + 3 =+ Xp
uv(x — xo) = u*(y — yo) | vulx = xo) + vZ(y — yo)
L r2 + re + Yo i
I 2 L v
(u” + vo)(x — xp) 5 0

(? + v)(y — yo)
L r?

+ Yo

[ (x — x)

-+ Xp
rz

rly—yo) |

B r2

_ _x—xu+x0]
| y— Yo+ yo

_ Ix

Ly

= X.

Yo

Resta apenas mostrar que B é ortogonal. Para isto, considere

u(x —xo) + vy — Yo)

g:

'[—2
b= V(x — Xxo) — u(y — Yo)
$= 2

-
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Segue-se
¢ g h 19 —h
s [—ﬁ 9] [h 9]
B g’ + h? —g_f1+hg
~ | =hg+gh h+g’

Agora note que

P = (u(x—x@)tvw—m)g (V(x~)m)—2u{y—yo))2
I r
P+ — xR + (@2 )Y — o)
= !
_ A —x)® + (Y — yo)’
_ .
rzrz
— r—4
=
Dal, _ -
10
S
B5'=| o 1
DO mesimo |T|0Clo, mostra-se que
.
t —
BB=| ¢ 1

Portanto, podemos concluir que
C(P))={AP+ Py, . AA'=A'A= L}

Isto completa a demonstracao.

Exemplo 6.7:

Considere C;(Fy) a circunferéncia de rato Z, centrada no ponto P, de abs-
cissa 2 e ordenada -3. Podemos representar C(F) conhecendo apenas
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um dos pontos da circunierencla (). Lomo

F’=[\/§] e C(0),

1

segue que podemos representar C;(Py) da sequinte forma:
a b . V3 B 2 1 2
c d 1 —3 =3 |’
C; ] é ortogonal, como ilustra a Figura 6.14.

onde ¢
d

Figura 6.14: Duas circunferécia de raio 2. Uma centrada na origem e a

outra em Py = [ _23 ]

Como consequéncia direta do Teorema 0.2, obtemos o sequinte corold-
rio, que fornece duas maneiras distintas de escrever a mesma circunferéncia,

através de matrizes .

Corolario 6.2;

Seja C.(Po) uma circunferéncia de centro num ponto Py = [ ;D ] Se
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X ’ i i 2 -
P = [ i ] é um ponto fixo qualquer na circunferéncia C.(0), entéo
C.(Pp) é dada de uma das seguintes maneiras:

(1
C(Po) = {AP+ Py : AA'=1h e detA=1}.

(i)
C(Po)={AP+Py : AA'=1, e detA=-1}.

Demonstracao.
(i): Pelo Teorema 6.2, temos que

{AP+ Py A = |, e detA =1} CC(P).
Para mostrar que
C(Po) C{AP + Py : AA" =, e detA =1},

consideraremos um ponto qualquer

X={X
y

€ C(P).

Seja a matriz ortogonal

ulx —xo) —v(y —yo)  vix —xo0) + u(y — yo)

B Z - 2
A= vix—xo) + uly —yo)  ulx —x0) = v(y — yo)

ré 2
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Temos que

[ ulx —x0) — V(Y — o) V(X = Xo) + LY — Yo)

u X
V(X — Xo) :L!(Lj —yo) UX—Xxp) jz"’(g — Yo) [ v ] - l 5’2 ]

L FE e
T (¢ —X0) = vuly — yo)  VA(X — Xo) + uv(y — bo)
_ re N r? X0
vu(x — xo) + vy —yo) . uv(x — xo) — vy — yo)
L re w re + Yo
F Jidape®iises:
(u” + vzr)z(x Xp) _—
| WA VA = vo)
r + Yo
. [
| &

Assim, existe uma matriz ortogonal, A, com det A = 1, tal que X = AP + P,.
Portanto,

C(Po) = {AP + Py : AA' = |, e detA=1}.

O caso (ii), a demonstracao € de forma analoga. Isto completa a demons-
tracao.

Através do Corolario 6.2, conseguimos uma reformulagao dos resultados

apresentacdos na secao anterior, quando consideramos um ponto qualquer
sobre a circunferéncia.

Proposicao 6.6:

Seja C-(0) uma circunferéncia centrada na origem O = [ g ] Se

= [ :r ] ¢ um ponto qualquer na circunferéncia C,(0), entao C,(0O)
é dada das seguintes manetiras:

(i)
C(O)={AP : AA'=1L e detA=1};
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(i)
C.(0)={AP : AA'=1 e detA=—1}.

Demonstracao.
Basta assumir Py = O no Corolério 6.2.

Exemplo 6.8:

; ; 3 . .
Consideramos a matriz coluna P = [ VAL sobre a circunferéncia de

centro na origem e raio 4 como ilustra a Figura 6.15

A

Figura 6.15: O ponto P sobre a circunferéncia .

A Proposicao 6.6 garante a existéncia de duas matrizes ortogonais A,
uma matriz satisfaz a condicdo det A = 1 e a outra matriz satisfaz a
condicdo det A= —1, tal que P = AF.
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Ou seja, relactonamos 0s pontos P, € P sobre a circunferéncla de duas
maneiras diferentes, como ilustra a Figura 6.16.

Figura 6.16: O produto AP, sobre a circunferéncia.

6.2.2 Escrevendo a Circunferéncia Atraves de Matrizes- Co-
nhecendo o Centro e um de Seus Pontos

De um modo geral, o resultado seguinte mostra que uma circunferéncia

Xp

C/(Pp), centrada num ponto Py = [ i ], pode ser obtida através do produto
0

de matrizes ortogonais pelo ponto P — Py, onde P & C,(Py) € um ponto fixo
qualquer, como ilustra a Figura 6.1/.
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Figura 6.17: Circunferéncia de centro Py e raio 3 .

, W

= i A i ,
Seja C.(Po) uma circunferéncia de centro num ponto Py = [ Un ] >
0

x 1. | "
- [ L ] ¢ um ponto fixo qualquer em C(F), entéo

C(Po) = {AP—=Po)+ Py : AA" =AA=1}.

Demonstracao.
Note que P — Py € (,(0O) segue do Teorema 6.2 o resultado.
Se conhecemos um ponto qualquer de uma circunferéncia centrada num
ponto P, podemos representa-la algebricamente, através de matrizes, de

duas maneiras distintas.

Corolario 6.3:

Seja C.(Py) uma circunferéncia de centro num ponto Py = [ ;0 ] Se
0

P=|%1]¢éum ponto fixo qualquer da circunferéncia C,(Py), entéo

C.(Po) é dada de uma das seguintes maneiras:
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()

C(Po)={AP—=Po)+ Py : AA'=1, e detA=1}
(it)

C(Po) = [A(P—Po)+ Py : AA =1 e detA=—1}.

Demonstragao.
Observe que P — Py € C.(0), seque do Corolédrio 6.2 o resultado.

Para ilustrar o Corolario 6.3 utilizaremos o exemplo seguinte.

< [3]-o-[3]

Obtemos que a expressao

re-are=| 7 g ([5]-]3])+[3]

b1, .
onde A = [ i d ] ¢ uma matriz ortogonal, com det A = 1, representa

Exemplo 6.9:
Dados os pontos

uma circunferéncia, como ilustra a Figura 6.18.
Do mesmo modo, a expressao

ve-oso-[z S [A-[) 1)

a
ondeA—[C y

senta uma circunferéncia, como ilustra a Figura 6.18.

é uma matriz ortogonal, com detA = —1, repre-
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O exemplo anterior tlustra bem como uma circunferéncia de centro em
um ponto P, e rato r > 0 pode ser representada de duas manetras distintas
através de operacoes com matrizes. Isto generaliza o que fizemos na secéo
anterior.

Figura 6.18: Circunferéncia centrada em Q = [ ; ] e raio igual a d(P, Q).

Segue pelas proposicoes 6.1-6.2 e 6.3 que uma circunferéncia de cen-
tro em um ponto qualquer e raio r > 0 fica completamente determinada
através de operagbes com matrizes que envolvem matrizes ortogonais e por
um ponto que pertence a circunferéncia. Ou seja, conhecendo-se um ponto
P sobre a cirncunferéncia de centro em um ponto Py e raio r > 0, C(F),
conclutmos que C.(FPp) é dada da seguinte maneira:

C.(Po) = {A(P — Po) + Py - AA" = b} (6.3)

Melhor ainda, o Corolério 6.3 garante que podemos escrever a mesma cir-
cunferéncia C,(P) de duas maneira diferentes, basta escrever inicialmente a
circunferéncia de uma maneira através da expressao (6.3) tomando det A = 1
em seguida escreva novamente a circunferéncia considerando detA = —1.
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Em outras palavras, fatoramos todo ponto de uma circunferéncia utilizando
operacoes com matrizes dada através das expressao (0.3). Além disso, fati-
amos todo o plano em circunferéncias que sao dadas através da expressao
(0.3), como ilustra a Figura 6.19.

©

.
&
\J/

\

\

Figura 6.19: Decomposicao do plano por circunferéncias nao centradas na
origem .

Seqgue-se ainda pelo Corolario 6.3 que o fatiamento do plano tlustrado
na Figura 6.19 pode ser obtido de duas maneiras totalmente diferentes.
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Neste capltulo, utilizando os resultados apresentados nos capitulos an-
terlores, encontraremos uma maneira de expressar alguns sélidos. Como
estes objetos ndo estao situados em um plano, mas sim em um espacgo, nao ¢
possivel obter uma expresséo para representar estes objetos através de um
sistema de eixos ortogonais OXY.

A manetira natural de representar estes objetos que estao situados no es-
paco, seria acrescentar mais uma coordenada ao sistema de eixos ortogonais
OXY. Nao faremos esta abordagem neste trabalho, e encontraremos uma
expressao para representar estes sélidos apenas utilizando operacées com
matrizes. Em todo o texto faremos uma construcao para a casca que envolve
o solido, chamada de superficie, e néo especificamente para o sdlido.

Esta expressoes, em termos matriciais, que obteremos para representar
estes solidos permite trabalhar com estas figuras, representando de modo
Unico cada uma. Mais precisamente, representaremos a esfera, o cilindro e
o cone através de operacoes com matrizes.

O primeiro sélido que trabalharemos, sera um solido cuja a casca que o
reveste é uma esfera. O segundo sélido que representaremos sua casca, em
termos matriciais, é o cilindro. Por dltimo, escreveremos a casca que reveste
0 cone em termos matriciats.
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7.1 Esferas Escritas Através de Operacoes Com
Matrizes

Inictamos representando a esfera através de operacoes com matrizes.
Seja C,(Fy) uma circunferéncia de centro na origem e raio r > 0. Consi-
deramos a semicircunferéncia de raio r > 0, com ilustra a Figura 7.1,

PO

Figura 7.1: Semicircunferéncia .

girando-se esta semicircunferéncia em torno do eixo horizontal, que con-
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tém o diametro da semicircunferéncia, obtemos uma figura geometrica cha-
mada de esfera de rato r que denotaremos por £(C,(Fp)) como tlustra a Figura
P,

Figura 7.2: Esfera .

Por sua vez o diametro d = 2r, da circunferéncia, também seré chamado
o diametro da esfera. Os elementos pertencentes a esfera £(C,(F%)) serao
chamados de pontos.
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Seja &(C,(Py)) uma esfera de centro em um ponto Py e raio r > 0, como
ilustra a Figura 7.3.

Figura 7.3: Esfera .

Fixaremos dois pontos P, P, € &(C-(Fo)) de tal modo que por estes
pontos passe uma reta f, e o espaco entre os pontos sobre a reta f seja exa-
tamente um intervalo limitado e fechado de comprimento d = 2r. Os pontos
Py e P, fixados anteriormente recebem um nome especial, sdo chamados
de polo norte e polo sul e sdo denotados por N e S, respectivamente como
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ilustra a Figura 7.4.

Figura 7.4: Esfera com os seus polos .

J& temos os dois polos fixados, precisamos agora de uma plano.
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De acordo com a escolha dos polos, associaremos um plano PpX'Y pas-
sando pelo centro da circunferéncia e perpendicular a reta f, como ilustra a
Figura 7.5.

Figura 75: Plano horizontal .

Como passa uma reta pelos polos norte e sul, entao obtemos um plano
PyXZ passando pelos polos e perpendicular ao plano PyXY, como ilustra
a Figura (7.6). Os planos paralelos ao plano XY serao chamados planos
horizontais, enquanto que os planos perpendiculares ao plano FPpXY serao
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chamados de planos verticais. Em particular, o plano PgXY e um plano ho-
rizontal e o plano que contém a reta f é uma plano vertical.

Figura 7.6: Planos horizontal e vertical .

Dado um plano horizontal ou vertical, em relacéo a intersecao deste
plano com a esfera &(C,.(Fy)), classificaremos em trés tipos:
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(I) vazia, quando nenhum ponto do plano é ponto da esfera, como ilustra
a Figura 7.7;

Figura 7.7: Intersecéo vazia .
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(Il) degenerada, quando a intersecao do plano com a esfera ¢ apenas um
ponto, como ilustra a Figura /.8,

Figura 7.8: Intersecao degenerada .
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(1) nao-degenerada, quando a intersecao do plano com a esfera ¢ mais de
um ponto, como ilustra a Figura /.9

Figura 7.9: Intersecéo nao-degenerada.

Note que a intersecéo, nao-degenerada, da esfera &(C.(FPy) com um
plano, produz uma circunferéncia. Dado Q um ponto qualquer sobre a esfera
E(C(Po)). Se o ponto Q nao ¢ polo, e pertencem a um plano (horizontal),
entdo este ponto pertence a uma circunferéncia Cs(Qp), com 0 < s < r.
Além disso, como a circunferéncia pertence a um plano horizontal, entao



7.1. ESFERAS ESCRITAS ATRAVES DE OPERACOES COM
MATRIZES

consideramos z a intersecao de uma reta g, passando por estes pontos, que
seja perpendicular a reta f. Na verdade, interpretando z como a sendo
a altura, em relacdo ao plano PyXY, que se encontra o plano horizontal
contendo a circunferéncia C;(Qy), podemos considerar a circunferéncia C.(Co)
como sendo Cs(Py) a uma altura z. Aqui consideraremos 0 < z < r, se o
ponto Q estiver entre o plano Py XY e o plano horizontal contendo o polo
norte N, e consideraremos —r < z < 0 caso contrario. Segue-se que ao
pontos Q podemos associar uma matriz coluna

o=[‘j],

tal que z pertence a reta f e w pertence a circunferéncia C,(Pp). Como
os pontos de uma circunferéncia podem ser escritos através de uma matriz
coluna, entdo podemos escrever o ponto Q) da sequinte maneira:

Se o ponto @ pertence a um plano vertical a construgéo é andloga.
Naturalmente, representaremos os polos através de matrizes coluna da
sequinte maneira:

0
N=1|20
”
e
0
R= O .
—r

Assim, convencionaremos de modo natural o ponto 7 como sendo o cen-
tro da esfera e escreveremos a esfera de centro no ponto Py e raio r > 0, da
sequinte forma & (Py).

Dados dois pontos quaisquer sobre a esfera £(C.(%)), 01 e Qo, em relacao
a esfera, as seguintes situacoes podem ocorrer:
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(A) os pontos Qy e O, nao sao polos, e pertencem a um mesmo plano (hori-

zontal ou vertical), entdo estes pontos pertencem a uma circunferéncia
Cs(Qp), com 0 < s < r. Além disso, se a circunferéncia pertence a um
plano horizontal, segue-se que Q> = A.(Qy — Py) + P tal que a matriz
A satisfaz AAT = | e é dada por

A=

o n Q
o o T

onde
a b
c d |’

¢ a matriz ortogonal associada a wy e w,. No caso em que os pontos
pertencem a um plano vertical, obtemos que a matriz A satisfaz A A" =
| e é dada por

A=

N oQ
o oo

0
i ¥
0

2]

¢ a matriz ortogonal associada a w; e w;,.

onde

os pontos Q) e O, nao sao polos, e ndo pertencem a um mesmo plano
(horizontal ou vertical). Neste caso, obtemos dois planos perpendi-
culares de intersecao nao-degenerada com a esfera, passando pelos
pontos O e Q,, respectivamente, tal que o ponto Q € &.(Fp) seja ponto
de intersecao entre os planos perpendiculares e a esfera.
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Suponhamos que passando pelo ponto Q; tenhamos um plano ho-
rizontal e pelo ponto (J; tenhamos um plano vertical, como ilustra a
Figura 7.10

Figura 7.10: Ponto QO em um plano harizontal e Q, vertical .

Em relacao aos pontos O; e ), adotando a mesma notacao do item
anterior, seque-se que Q = A-(Q; — Py) + P tal que‘AAT = [

Em relacao aos pontos O; e Q, temos que Q; = B(Q — Py) + P tal
que B.B" = 1.
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Segue-se que

Q;=B-(AQ—Py)+ P

tal que A- AT = [ e B- B’ =/ sdo dadas no item anterior;

(C) os pontos Q1 e Q; séo polos da esfera. Neste caso, estes pontos
pertencem a uma circunferéncia C,(Qp), com r > 0. Seque-se que
Q=A-(Q—Py)+Pytalque A-Al = 1.

Em ambos os casos, obtemos que a esfera £() ¢ dada através de opera-
¢oes com matrizes. Ou seja, conhecendo-se um ponto sobre a esfera através
de operacdes com matrizes ortogonais consequimos determinar toda a esfera.

Observacao [

Quando a semicircunferéncia que origina uma esfera tiver o seu
centro na origem e raio r > 0, denotaremos a esfera simplesmente
por € e nos referimos apenas como uma esfera de raio r, ou simples-
mente uma esfera pragmatica de raio r > 0. Estas sao as esferas que
devemos considerar quando queremos trabalhar, de modo pragmatico,
com esferas de raio r > 0.

Partindo da observagao acima podemos concluir que a esfera & ¢
dada da seguinte maneira:

E={A-Q: A-A" =5}, (7.1)

onde ¢ um ponto fixado sobre &. Uma esfera como a construida em 7.1,
serd chamada de esfera pragmética de raio r > 0. Em particular, podemos

§
considerar Oy = | 0 | e assim obter:
0
a b ¢ r a b c a d g 100
&= d e f 0 d e f b e h|=101020
g h | 0 g h i e F i 00 1]
(7.2)
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Exemplo 7.1:

A esfera de raio 1 é dada por
a b c 1 a b c a d g 1T 00

& = d e f |=|10]: def|-|{beh|=]010 :
g h i 0 g h i c f i 0 0 1

Exemplo 7.2:

A esfera de raio 4 é dada por
a b c 4 a b c a d g 100

L= d e f|.]0]: d e f|.|b e h|=|0120 .
g h i 0 g h i e ¥ i 0 01

Observacao
X

Note que cada ponto Q = [ y
z

18] ]

r > 0 é dado por

)|

Donde Q0 =

b
e

h

— O O
N X

] é tal que x* +y?

pertencente a uma esfera de raio

d g 100
) e h|=|01 0 _
¥ i 0 0n

+ 22 = r?. Portanto, obtemos que

b
e

O oo
~ s 0
6 oo

h
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X
Assim, dada uma matriz Q = | y | tal que x* + y? 4+ 7> = r?, iden-
z

tificamos de imediato que esta matriz representa um ponto sobre uma cir-

cunferéncia &, como ilustra a Figura 7.11.

Figura 7.11: Esfera .

Para uma melhor representacéo desta matriz sobre a esfera, recorda-
mos que a um ponto sobre uma esfera associamos um plano horizontal ou
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MATRIZES
vertical e uma marcacao sobre o segmento de reta que determina o raios
r > 0. Ou seja, olhamos para a matriz coluna Q e analisamos se a matriz

[ ; ] pertence a uma circunferéncia (sobre um plano horizontal) centrada

2 2z

na origem com rato r

==

, e altura —r < z < r, como ilustra a Figura 7.12

Figura 7.12: Esfera .

) X ; o
ou se a matriz [z] pertence a uma circunferéncia (sobre um plano
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vertical que toca o eixo de rotacéo em —r < y < r) centrada na origem com
raio r# — y?, como ilustra a Figura 7.13.

Figura 7.13: Esfera .

Exemplo 7.3:
A esfera de raio 3 é dada por
%
=41y |: *+¢+22=9
7
1 1
As matrizes Oy = 21l e @ = 2 pertencem a esfera &, como
2 —2
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tlustra a Frgura 7.4,

Figura 7.14: Esfera de raio 3 .

Note que olhando para a matriz ¢y, temos que a matriz coluna [ 5 ]

pertence a uma circunferéncia de centro na origem e raio V5 que esta
a uma altura 2 e olhando para a matriz Q),, temos que a matriz coluna
1 . -~ . ;
) pertence a uma circunferéncia de centro na origem e raio V5 que
esta a uma altura —2.

Note que as calotas néo podem ser escritas, através da equacéao (/.1),
como um produto de matrizes. Pois, podemos escolher uma matriz coluna
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em um dos polos e obter uma matriz ortogonal tal que quando fazemos o
produto entre estas duas matriz obtemos uma matriz coluna no outro polo,
o exemplo a sequir ilustra bem esta situacao.

Exemplo 7.4:

Seja a esfera &, consideramos o ponto Q; = sobre a calota polar

SIS ©

norte, como ilustra a Figura 7.15.

Figura 7.15: Ponto Q; sobre a calota polar sul .

através do produto de matrizes

X vV1—x2 0 @
0 0 1 @
V1 —x? —X 0 0
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com @ < x < 1 obtemos um ponto ),

polar norte, como ilustra a Figura /.16.

§M|§ -

™

que pertence a calota

Figura 7.16: Pontos Q1 e Q; sobre a esfera de raio 1.

Embora ndo seja possivel escrever as calotas polares através da equa-
cao /.1, ainda podemos escreve-las utilizando operacdes com matrizes. Dada
uma esfera &, denotaremos a calota polar norte por £Y e a calota polar sul

por £,
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Consideremos a calota polar norte £", como ilustra a Figura 7.17.

£

Figura 7.17: Calota polar norte.

. II\'I - - -~
Dados dois pontos Q1 e (J; pertencentes a £, as sequintes situacoes
podem ocorrer:

(@) Oy e Q; pertencem a um mesmo paralelo, como ilustra a Figura 7.186.

Figura 7.18: Os pontos Q; e Q, pertencem a um mesmo paralelo.

Neste caso, e imediato que existe uma matriz ortogonal A tal que

Q2 = AQy;

(b) Or e Qz pertencem a um mesmo meridiano, como ilustra a Figura 7.19.

m

Figura 7.19: Os pontos O; e O, pertencem a um mesmo meridiano.



7.1. ESFERAS ESCRITAS ATRAVES DE OPERACOES COM
MATRIZES

Neste caso, e imediato que existe uma matriz ortogonal A tal que

Q= AQy;

(c) Oy pertence a um paralelo y e (), pertencem a um meridiano 6, como
ilustra a Figura (7.20).

Figura 7.20: O ponto Q; pertence a um paralelo e o ponto (J; pertencem a
um meridiano.

Neste caso, seja Q um ponto de intersecdo entre o paralelo y e o
meridiano 0. Temos que existe uma matriz ortogonal A tal que Q = AQ;
e uma matriz ortogonal B tal que Q> = BO, seque-se que Q, = BAO:.

Portanto, podemos concluir que podemos cobrir toda a calota polar norte
através de operacoes com matrizes ortogonats.
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7.2 Cilindros Escritos através de operacoes com

matrizes

Determinaremos uma maneira de escrever um cilindro utilizando opera-
coes com matrizes.

A partir da definacao de circunferéncia no plano, sera desenvolvido uma
manetra de representar cilindros. Para isso, seja C.(Py) uma circunferéncia

X , ,
com centro em um ponto Py = [ go e raio r > 0, e seja £ uma reta que
0

intersecta o plano que contém a circunferéncia (7.21) em apenas um ponto,
o conjunto de todas as retas paralelas a L que intersectam C,(Fp) chama-se
cilindro. Denotaremos tal cilindro por C.(Py, L), como ilustra a figura 7.22.
A circunferéncia C.(FPg) chama-se diretriz do cilindro e cada reta que passa
por C.(P) paralela a £ chama-se geratriz do cilindro.

Figura 7.21: circunferécia C.(FPp) e reta L

C.(Py)

Figura 7.22: Cilindro Cr(P, L) cuja reta geratriz é L
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Considerando que a reta geratriz £ ¢ perpendicular ao plano que
contém C,.(F,), como ilustrado em /.23.

-

Figura 7.23: Cilindro com diretriz C.(F) e reta geratriz £ perpendicular ao
plano que contém a diretriz C.(Py)

Cada ponto Q pertencente ao cilindro C.(Pp, £) é um ponto sobre uma
geratriz, sendo assim, o ponto @ é um ponto sobre um plano horinzontal e

pode ser representado por uma matriz coluna Q = VZV , tal que z per-

tence a reta £ e w pertence a circunferéncia C.(Pp) (aqui para obtermos a
tal representacao consideramos o plano horinzontal que contém o ponto Q e
intersecta a reta £ em z e a reta geratriz que intersecta Q e a circunferéncia
C,(Pp)) no ponto w,)
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ou seja, obtemos uma representacao, como ilustra a figura 7.24).

Figura 7.24: A reta azul, também é uma geratriz, passa

Como os pontos sobre uma circunferéncia podem ser representados
; . ; X
por matrizes, entdo podemos considerar w = [ i | Seque-se que cada

ponto sobre uma circunferéncia é dado da sequinte maneira

X \ . .
tal que [ g ] ¢ um ponto sobre a circunferéncia C.(/%). A reciproca é ime-

diata, portanto um cilindro C(FPy, £) com diretriz C(Pq) e geratriz L é dado
da seqguinte maneira:

X
cPoc)=40=1y |- [;] c C(P)ezeR
7l

Como cada ponto W = [ ; ] sobre a circunferéncia C.() pode ser

escrita da seguinte maneira

Ll-Leal (Rl D))
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tal que ; € C:(FPo) e ? g € uma matriz ortogonal, segue-se
a b 0] o Xp Xo

CPo.)=4]c dol-[|B]=|wl]|+] v l‘gg][g
00 1 @ 0 0

Exemplo 7.5:

Usando operacoes com matrizes represente o cilindro cuja circunferéncia

diretriz tem raio 3 e centro Py = [ ; ]

Veja que Py = [ \% ] e C(Po) . Sabemos que um cilindro

pode ser representado pelo conjunto (/.3). Dat,

G(Po, L) =

iy, &

b 0 2 3 3 ’
d o |- Vsl=121|]+]2 [g ][“
0 1 B 0 0

Em particular, quando as geratrizes sao segmentos de reta de compri-
mento t, com uma das extremidades sobre a circunferéncia C,(Py), dizemos
que C(Po, t) é um cilindro sobre a circunferéncia C,(Fp) e altura t.

Pragmaticamente, podemos trabalhar com cilindros cuja a base ¢ uma
circunferéncia centrada na origem e raio r > 0, e a geratriz ¢ um intervalo
de comprimento h. Neste caso, chamaremos a geratriz de altura e denota-
remos o cilindro por C,(h), este cilindro é chamado de cilindro circular reto
de altura h e raio r > 0, ou simplesmente cilindro pragmatico de altura h e
raio r > 0; C,(h) pode ser escrito da seguinte maneira:

a b a ¢ 10
’[c d]'[b d]=[0 1] 0§ #&0h
(7.4)

Assim, todo ponto P sobre um cilindro C,(h) é uma matriz coluna dada
por:

a b O
C(h) = c d o0
0 0 1

P=1|y (7.5)
Z
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talquex2+gzzr2,e Ogz<h

Exemplo 7.6:

O cilindro de altura 3 e raio 2, como ilustra a Figura 7.25 é dado através
de matrizes da sequinte maneira:

Figura 7.25: Cilindro de altura 3 e raio 2.

@ a0 z a b a ¢ 10
Go(3) = cdO0].]0 :[Cd].[bd]=[0110§zg3
0 0 1 7

Os pontos sobre o cilindro sao matrizes coluna da forma:

X
P=|y
z

tal que 2 yz =4, e 0<z<3 Em particular, a matriz coluna

V2
P=|v2

B —=2

é um ponto sobre o cilindro C;(3).
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Exemplo 7.7:

Determine o cilindro de altura 3 sobre a circunferéncia C;(O).

Solucdo. Seguindo o modelo acima 0 < z < 3, r = 1. Com isso,

a bod o a bl [a c 10
Gi(3) = —b a 0|0 ] : cdlle al=1o 1 e 02«3
0 0 1 z

Ceometricamente obtemos (7.20)

Figura 7.26: Cilindro de raio 1 e altura 3

7.3 Cones Escritos Através de Operacoes com Ma-

trizes

Encerraremos este capitulo, apresentando uma maneira de representar
um cone através de operacoes com matrizes.



7.3. CONES ESCRITOS ATRAVES DE OPERACOES COM MA-
TRIZES

X0
Yo

e raio r > 0, o conjunto todas as semirretas partindo de um determinado
ponto P (que ndo pertence ao mesmo plano que C,(Py)), e que passam pela
circunferéncia C.(P) chama-se cone. Denotaremos tal cone por T.(Fp). A
circunferéncia C,(F;), chama-se diretriz do cone e cada reta que passa por
P e C,(Py) chama-se geratriz do cone, como ilustra a figura 7.27.

Seja C/(Fs) uma circunferéncia com centro em um ponto Py =

P

N

Figura 7.27: Cone

No caso em que a reta formada por P e Py é perpendicular ao plano
que contém C.(Fp), temos um cone, chamado cone reto, para representacao
por matrizes consideraremos esse caso.

Como cada ponto Q pertencente ao cone 7,(f) é um ponto sobre uma
geratriz, podemos considerar o ponto Q pertence a um cilindro Cy(P, £) cuja
as geratrizes sao paralelas ao segmento de reta ligando P ao ponto Py, como
ilustra a figura 7.28.

Figura 7.28: Cone

Partindo do cone 7,(F) e do cilindro C,(Py, £) como ilustra a figura
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7.28, obtemos o triangulo ilustrado na figura 7.29.

Figura 7.29: Cone

Por semelhanca dos triangulos PRFP, e PQQ,, temos que

rooPP,

s PO

sendo r o raio da circunferéncia C,(Fg) e s o raio da circunferéncia C,(Qy).
Isto €,

(7.6)

r-PQ
PP, (7.7)

Agora, como o ponto Q pertence ao cilindro (P, £) seque pela secdo
anterior que o ponto Q pode ser escrito da seguinte maneira:

]

0 0 1

5=

tal que ; ] € Cs(P). ? 2 é uma matriz ortogonal. Segue-se
a b 0 a [ xo [ X
c d o0 B Yo + | Yo |: (7.8)
0 01 z | 0 | 0
a b [a c] _[10 e, PO
¢ d ' bd| T o] T PR

Em particular, quando 0 < z < PPy = h, dizemos que 7.(Pg) é um cone
sobre a circunferéncia C.(Fp) e altura h.
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Pragmaticamente, podemos trabalhar com cones cuja a base e uma cir-
cunferéncia centrada na origem e raio r > 0, e altura /. Este cone chama-se
cone circular reto de altura h e raio r > 0, ou simplesmente cone pragmatico
de altura h e raio r > 0; denotaremos tais cones simplesmente por 7.(h),

sabendo que = = P e z = 0QyP,y, como PPy = h entéo e L Z. Sendo
r o PR r h
assim, representamos o cone da sequinte maneira:
a b 0 s
a b a ¢ 10 h—z
T.lh) = c d0].]0 :[ ][ ]=[ ]s=r-
00 1 - c d b d 0 1 h
(7.9)
Assim, todo ponto Q sobre um cone 7 (h, r) é uma matriz coluna dada por:
% h—z
O=|y |: X+y*t=5%5=ir: E (7.10)
z
Exemplo 7.8:
O cilindro de altura 3 e raio 2, como ilustra a Figura 7.30 é dado através
de matrizes da seguinte maneira:
Figura 7.30: Cilindro de altura 3 e raio 2.
a b 0 5
a b a ¢ 10 b —2z
roa={[c o] [5] e )2 <10 0] o=2
0 0 1 z

Os pontos sobre o cone sao matrizes coluna da forma:

X
P=|y|: X+y=¢, <}

Z

el0<Lz<h



7.3. CONES ESCRITOS ATRAVES DE OPERACOES COM MA-
T

Ou seja,
X i 2
P!y] X2+y2:M_

9
z

Em particular, a matriz coluna

é um ponto sobre o cone 7 (3, 2).




Este capitulo é dedicado a aplicacées da teoria estuda nos capitulos an-
tertores. Utilizaremos como aplicacao situacdes pragmaticas, como o plane-
jamento da rota percorrida por um veiculo auténomo, o plano de voo de uma
aeronave e o reconhecimento de um objeto no processo de scanner 3d.

8.1 Planejando a Rota de Um Veiculo Auténomo

Nesta secao aplicaremos os resultados apresentados no capitulo 6. Como
aplicacao, introduziremos a nogao de deslocamento de pontos ao longo de
uma circunferéncia C.(Po), onde Py € um ponto qualquer; esta ideia de des-
locamento de pontos foi iniclalmente apresentada nos trabalhos de Oliveira
e Souza em [6] — [7] posteriormente de Aguiar e Souza em seus trabalhos
(2] = [3] melhoraram esta nocdo de deslocameto utilizando operacées com
matrizes. Como consequéncia, utilizaremos operacoes de matrizes para en-
contrar a trajetoria descrita por veiculos autonomos (robos), se deslocando
entre dadas posigoes na presenca de obstaculos. Isto ¢, estudaremos a tra-
jetéria descrita por um rob6 movel no plano.

Robbs moveis, estdo cada vez mais presentes, realizando tarefas de trans-
portes de pecas, inspecao de plataforma de perfuracéo de petréleo, moni-
toramento, mapeamento, vigildncia e etc.. A principal caracteristica de um
rob6 movel é a sua capacidade de locomocao, feita de modo auténomo, em
determinado ambiente.

Um problema classico em navegacao autdénoma de robos, é fazer com que
o robo navegue pelo ambiente em seguranca, evitando a colisao com obs-
taculos, até alcancar uma ou mais posicoes pré-estabelecidas no ambiente.
Uma proposta para o problema de navegacao auténoma de robés é dividir a
navegacao em quatro etapas: mapeamento do ambiente, planejamento, ge-
racao e controle da trajetoria.
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Na etapa de mapeamento do ambiente, analisamos o ambiente identifi-
cando os objetos nele contidos e suas respectivas localizacoes. A etapa de
planejamento de trajetdria, é onde se define uma trajetéria sequndo algum
critério, como por exemplo, o menor caminho entre a posicao de origem e
a posicao de destino, passando por posicoes intermedidria que nao tenha
obstédculos. Para mais detalhes sobre estas duas etapas anteriores, sugiro
as referéncias [8] e [10] Apds o planejamento, a trajetéria deve ser construida,
onde entra a etapa de geracao de trajetdria. Esta etapa, constitui-se basi-
camente em encontrar argumentos matemdaticos, como por exemplo, funcées
ou conjuntos de funcoes, que constitua com fidelidade a trajetéria planejada.
O grande problema desta etapa, é encontrar estes argumentos matematicos.
A geracao de trajetéria, constrét um caminho que deve ser rastreado e se-
guido pelo robé. Na etapa de controle de trajetdria, corresponde em fazer o
robé rastrear e sequir este caminho. Para mais detalhes sobre a etapa de
controle, consulte a referéncia [9]

Nos concentraremos apenas na etapa de geracao de trajetéria. Onde
através de operacoes com matrizes determinaremos caminhos que o robé ira
rastrear e seguir na etapa de controle de trajetdria.

Para isto, note que os pontos de uma circunferéncia de centro na origem
e raio r > 0, podem ser representados por um produto de matrizes. Desta

forma, partindo do ponto Py = , podemos percorrer toda a circunfe-

¥
0
réncia C, da sequinte maneira: seja P = [ y ] um ponto arbitrdrio sobre C,,

pela Proposicao 6.2 existe uma matriz ortogonal

Xy
r e
A= ,
y X
r ]

tal que P = A.Py. Como P € C, temos que y = £V’ — x?. Dessa forma,
para todo r > x > —r obtemos que o ponto P percorre todo o arco com
extremidades nos pontos Py e —F) no sentido anti-horario através do produto
da matriz ~ _
X r2 — x2
=
2=k X
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com o ponto Py, com ilustra a Figura 8.1.

Figura 8.1: O deslocamento do ponto P ao longo de C,; partindo de P,

Continuando o processo acima, para todo —r < x < r obtemos que
o ponto P percorre todo o arco com extremidades nos pontos —FPy e Py no
sentido anti-horario através do produto da matriz

X —Vr? —x?
f T F
A= '
L w

com o ponto Py, como ilustra a Figura 8.2.
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Figura 8.2: Continuacao do deslocamento do ponto PP ao longo de C. partindo
de .

Em ambos os casos, P = A P representa a posicao do ponto P sobre

a circunferéncia C,. Isto significa que podemos nos deslocar do ponto Py =

r

0

utilizando apenas o produto de matrizes ortogonais pelo ponto Py. Isto ¢, se
P, pertence ao arco de extremidades Py e —FPp, entéao

; X1 ; I
, até um ponto qualquer Py = [ g ] , ao longo da circunferéncia C.
1

X Vi — x?
r r
P = [6] (8.1)
VI=  x
f

com r > x > xj representa a posicao do ponto PP, ao longo da circunferéncia
C., sobre o arco de extremidades Py e P;, no sentido anti-horario.

Caso P, pertenca ao arco de extremidades — P, e Py, entao o ponto dado
pela equacao (8.1) representa a posicao do ponto P, ao longo de C,, sobre o
arco de extremidades Py e —F e por sua vez

W —V'r? — %2
r r
"
P = : ;
2l 0
—Vrt—x X
L r r i
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com —r < x < x; representa a posicao do ponto P, ao longo da circunfe-
réncia C,, sobre o arco de extremidades F, e P4, no sentido anti-hordrio. O
deslocamento no sentido horério é feito de modo andlogo. Para ilustrar o
que foi feito acima faremos alguns exemplos.

Exemplo 8.1:

. /l L3 Fal ' .
Seja Py = [ o | um ponto sobre uma circunferéncia de centro na origem

s
e raio 1. Temos que P; = [ 7 | é dado pelo produto %, = A.Py, onde
7 |
F s
= 2
A=l 2 v
i 2

é uma matriz ortogonal. Assim, os pontos
X Vi =2 1
. [ O ] r
v1—-x2  —x

com x variando de 1 até % representam todas as posicoes ao longo de
Cy, sobre o arco de extremidades P; e P, no sentido anti-horario.

Desta forma, o produto de matrizes 7, = AP, implica, pela nocéo de
deslocamento descrita acima, que percorremos todo o arco com extremi-
dades P; e P, no sentido anti-horario, como ilustra a Figura 8.3.
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Figura 8.3: Interpretacdo geométrica para o produto de matrizes A.P;.

Exemplo 8.2:

. 1 ; 5 :
Seja P = [ p | um ponto sobre uma circunferéncia de centro na origem

e raio 1. Temos que P, = [ _01 ] ¢ dado pelo produto 7; = A.P;, onde

0 -1
=[5 5]
¢ uma matriz ortogonal. Assim, os pontos

2

X 1 — x*2
L T
1 — x? —X

com x variando de 1 até -1, representam todas as posicoes ao longo de
C,, sobre o arco de extremidades P; e —P; no sentido anti-horario. Por
outro lado, os pontos

x /=R
P 1§ ):
—v1—x2 —% 0

com x variando de -1 até 0, representam todas as posicoes ao longo de
C,, sobre o arco de extremidades —P; e P, no sentido anti-horério.
Desta forma, o produto de matrizes P> = AP; implica, pela nocéo de
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deslocamento descrita acima, que percorremos todo o arco com extremi-
dades P; e P; no sentido anti-horario, como ilustra a Figura 8.4.

. 1

Figura 8.4: Interpretacao geométrica para o produto de matrizes A.P;.

Utilizando a nocao de deslocamento sobre uma circunferéncia apre-
sentada acima, podemos estudar navegacao de robés auténomos.
Considere, por exemplo, um robé omnidirecional, isto €, robos que usam
rodas com rolamentos sobre a sua superficie de contato, como ilustra a Fi-
gura 8.5:
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Figura 8.5: Rob6é omnidirecional.
Fonte: https://m.pt.aliexpress.com/item/4000238285160.html

Suponhamos um robd omnidirecional, possuindo restricoes no seu mo-
vimento, com 1 metro de largura por 1 metro de comprimento e 0,5 metros
de altura, em uma obra de transformacao de uma antiga casa de 144 metros
quadrados, em um galpao. Na obra ainda restam duas paredes da casa an-
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tiga, sendo que a maior delas tem 4,45 metros e a parede menor tem 2,83
metros. Considerando um plano 71, as duas paredes se interceptam na ori-
gem do plano formando um angulo de 90°; sobre o eixo vertical encontra-se
as escavacoes, medindo 3 metros de comprimento a partir da origem, das
futuras instalacoes do sistema de esgoto. Além disso, a 5 metros da ori-
gem, sobre o eixo vertical esté localizado um banheiro de uso coletivo dos
funcionarios da obra. O robd ira trabalhar dentro da obra, se deslocando
no plano com velocidade baixa e constante. A medida que o robo se mova
ao longo do plano, cada posicao PP pode ser representada por uma matriz
4

o0l

queremos que este robd se desloque ao longo do plano até uma posicao final

X 3 n " ~ . 3 .
coluna P = g I Consideremos um rob6 com posicédo inicial Py = [

Py == [ _04 ] como ilustra a Figura 8.6:

T

Figura 8.6: Obstaculos para a trajetoria de um Robé .

O rob6 nao pode se deslocar em linha reta, pois se tracarmos um
sequimento de reta entre as posicoes Py e Pr encontraremos como obsta-
culo uma parede de concreto, muito menos se deslocar através de vérios
segmentos de reta, pois devido a sua restricao de movimento, uma possivel
trajetoria por composicao de segmentos de retas ficaria muito longa, o que
ocasionaria desperdicio de energia. Poderiamos tentar uma trajetéria des-
crita pelo grafico de uma funcao polinomial de grau dois, porém devido as

. - fa ] 0
suas dimensoes, o robd terd que passar pelo ponto Q = [ 4 ] e em uma
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trajetoria descrita por uma funcéo polinomial de grau dois passando pelos
ponto Py, Q e Py, o robd acabaria tocando a parede de menor comprimento.
Portanto, esta trajetdria também estd descartada.

Como P; = A.P,, onde

a=[37]

é uma matriz ortogonal, entdo considerando todas as posicoes descritas por:

i JEe
2= ’ ' 4 8.2
o DA R

com 4 > x > —4, podemos percorrer uma trajetéria partindo do ponto Py até
o ponto P, ao longo de uma circunferéncia centrada na origem e raio 4 me-
tros, no sentido anti-horario. Através dessa trajetéria conseguimos desviar
dos obstaculo, como ilustra a Figura 8./

Portanto, a trajetéria escolhida para o deslocamento do rob6 da posicao
inicial Py até a posicao final P é dada através do produto de matrizes pela
equacao (8.2), como ilustra a Figura 8./.
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Figura 8.7: A figura tracejada representa a trajetoria descrita pelo Robo .

Ceneralizando o que fizemos acima, pelo Teorema 6.2, obtemos os
pontos de uma circunferéncia C,(Pp) apenas considerando um ponto qualquer
sobre a circunferéncia C,(0). Mais precisamente, dado um ponto arbitrdrio
Q € C.(Pq), existe uma matriz ortogonal A, tal que Q = A.P + P, onde P ¢
um ponto sobre a circunferéncia C,(O).

Por simplicidade, tomamos

r X0 r+ Xp
P = Py= <P P ,
[0]. 0 lyo]e@ 2.P+ 0[ Yo ]

onde a matriz ortogonal A é dada em [5], por

e IER
A=| 2% . |
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Segue que a trajetdria descrita pelo ponto A - P ao longo da cir-
cunferéncia C.(0), partindo do ponto P, no sentido anti-hordrio; induz uma
trajetoria descrita pelo ponto A.P + Py ao longo da circunferéncia C.(F),
partindo do ponto Oy, no sentido anti-hordrio.

Assim, considerando o ponto

. Xnp— -
s = [ Yo ] ,
podemos nos deslocar ao longo da circunferéncia C,(Pp), partindo do ponto

i
(1, até um ponto qualquer Q> = [ ;’(1 pertencente ao arco [ (Qy, O3),
1

através da operacdo com matrizes dada a sequir, como ilustra a Figura 8.8.

(& T[]l e

com r > x> X — Xp.

Figura 8.8: Deslocamento do ponto Q; até o ponto O, .
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Exemplo 8.3:

Dado um ponto Q) = [ g ] sobre a circunferéncia C;((6, 0)). Através da

expressao com matrizes:

[ & 5] 3]+ 1]

‘ 8
com 2 > x > —2, percorremos todo o arco com extremidades Q; = [ 0 ]

[ [Pl

e ;= ?} ] ao longo da circunferéncia C;((6, 0)), no sentido anti-horario.

Em particular,

[ £ L]+ L2117

assim se percorremos 2 > x > —/3 obtemos a trajetéria desde o ponto

o

0O, = [ g ] até o ponto O, = [ 4’126 ] ao longo da circunferéncia C,((6, 0)),

no sentido anti-horario, como ilustra a Figura 8.9.
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Figura 8.9: Deslocamento do ponto Q; = [ g ] até o ponto O = [ 4,126 ]

Do mesmo modo, podemos nos deslocar ao longo da circunferéncia
C:(Po), partindo do ponto (), até um ponto qualquer O, pertencente ao
(—

arco [ (Qs, 0Qy), através da operacao com matrizes da seqguinte maneira:

._.}
continuamos com o processo anterior até percorrer todo o arco [ (Qy, (3),
através da expressao (8.3); em seqguida completamos o percurso restante
até chegar ao ponto (), através da expressao abaixo:

2 Vs —r X0
A IR P

com r > x > Xp — X1, como ilustra a Figura 8.10.




8.1. PLANEJANDO A ROTA DE UM VEICULO AUTONOMO 131

Figura 8.10: Deslocamento do ponto (J; até o ponto (; .

Exemplo 8.4:

Dado um ponto Q; = [ g ] sobre a circunferéncia C;((6, 0)). Através da

expressao com matrizes:

X _% ) 5
=
7 2
com 2 > x > —2, percorreremos todo o arco com extremidades Q; e O,

ao longo da circunferéncia C,((6, 0)), no sentido anti-horario. Continuando
com o processo, através da expressao:

Esa Y

com —2 < x < 1,74, percorremos no sentido anti-hordrio o arco com
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. , 4 26 ,
extremidades Qs e Oy, até chegar ao ponto O, = [ i l Em particular,

2 1 =, (6] [ 426
1o vl o | Tlo|T| = |
2 2 L i
8 4,26

até o ponto Q, = ]

ao longo da circunferéncia C,((6,0)), no sentido anti-horario, como ilustra
a Figura 8.11.

representa o deslocamento do ponto O; =

Figura 8.11: Deslocamento do ponto Q; = [ 8 ] até o ponto O, = [ 4‘_;;6 ]

O deslocamento de pontos ao longo da circunferéncia C.(F), no sen-
tido horario € feito de modo analogo. O deslocamento de um ponto ao longo
de uma circunferéncia, como descrito acima, fornece a comodidade de des-
locar simultaneamente um ponto ao longo de uma circunferéncia centrada
na origem e um ponto ao longo de circunferéncia centrada em um ponto Py,



Lo
L
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ambas como o mesmo raio r > 0.

De um modo geral, introduziremos a nocao de deslocamento de um ponto
ao longo de uma circunferéncia centrada em um ponto Py, qualquer.

Pelo Teorema 6.3, fixado um ponto arbitrario P pertencente a uma circun-
feréncia C,(Py), podemos obter todos os pontos de C,(Py) através de operacoes
com matrizes. Mais precisamente, dado um ponto qualquer Q € C,(Po), existe
uma matriz ortogonal A tal que Q = A(P — ) + Fq.

Pelo Teorema 6.3, tomamos Py = [ 0 ] o [ Xo+ o ] , = [ X ] e
Yo Yo Y

(x—x) (y—yo)
Y-yl x=x)

).

Como (x — xg)* + (y — yg)? = r?, entdo (y — yg) = £/r? — (x — xg)2.
Dal, podemos escrever a matriz A de uma das seguintes maneiras:

(x — Xo) 2 —(x —xp)?
.’4 — r
r? — (x — xp)? (x — xo)
r r
ou -
(x — x0) r’ — (x — xp)?
A= = i
re— (x — xp)? (x — xo)
r r |
Sejam os pontos Py = [ XUJ F ] e P = l Xuy— F pontos sobre a
0 0

+ A 3 * . X
circunferéncia C. (). Dado arbitrariamente um ponto Q; = [ ; ] € C (),
1
temos quatro casos a considerar:

(I) O, pertence ao arco (F(F’-] . ;). Neste caso, seja o arco {F(Qh Os) con-

_ — X: .
tido no arco [ (P4, P;), para algum ponto Qs = gj sobre a circun-
3

feréncia C.(Fy). Temos que todo ponto Q pertenceﬁte a circunferéncia
C/(Po) é dado pela expresséo:
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(x — xo) re — (x — xp)?
5 - - r Xq =
bz wow |Loltlw] e
F T

com Xy > X > x3 se, e somente se, J é um ponto pertencente ao arco
{_
[ (O, O3).

: — X2
Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario (> = [ g ] &

C,(Po) . pertencente ao arco (F(Qh ();), entao a medida que percorremos
a circunferéncia C, () partindo do ponto Q; até chegar ao ponto (0, no
sentido anti-horario, sempre encontraremos pontos sobre C.(F) dados
pela expressao (8.15). Portanto, utilizando (8.15) descrevemos todo o
percurso ao longo da circunferéncia C.(/%), partindo do ponto ; até
chegar em Q;, no sentido anti-horario, como ilustra a Figura 8.12.

Figura 8.12: Deslocamento do ponto Q; até o ponto (5, no sentido anti-
horario .

() Q; pertence ao arco {F(Pg, P1). Neste caso, seja o arco flr(@, Js)

contido no arco <F(Pg, P), para algum ponto Q3 = [ ;3 sobre a
3

circunferéncia C,(F). Temos que ponto Q pertencente a circunferéncia
C,(Po) € dado pela expressao:
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(&)
o

(x — Xo) ré — (x — xp)?
o = r Xp
VTERE kmx) Lo]+[o] o

com x; € x < x5 se, e somente se, J é um ponto pertencente ao arco
(_
[ (Q1, Oy).
, - X2
Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario O, = [ g“ ] &
2
—
C/(Poy) , pertencente ao arco [ (@, Qs), entao a medida que percorremos
a circunferéncia C,(P) partindo do ponto O até chegar ao ponto (;, no
sentido anti-horério, sempre encontraremos pontos sobre C (F) dados
pela expressao (8.17). Portanto, utilizando (8.17) descrevemos todo o
percurso ao longo da circunferéncia C.(F), partindo do ponto Q; até
chegar em Q;, no sentido anti-horario, como ilustra a Figura 8.13.

Figura 8.13: Deslocamento do ponto (; até o ponto ()5, no sentido anti-
horario .

() Oy pertence ao arco ?(Pq, P,) e Q, pertence ao arco ?(le P,). Neste
—

caso, por (8.15) percorremos tado o arco [ (Qy, P5), com x3 > x > xg—r-.
Continuamos o processo através da expressao (8.17), com xp — r < x <
x; até chegar ao ponto O, como ilustra a Figura 8.14.
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Figura 8.14. Deslocamento do ponto Q; até o ponto @, no sentido anti-
horario .

(IV) Qy pertence ao arco <F[Pz, Pi)e Q; pert(e_nce Qo0 arco (F(P1. P). Neste
caso, por (8.17) percorremos todo o arco [ (Qy, P4), com x3 < x < xg+r.

Continuamos o processo através da expresséo (8.15), com xg +r < x <
x; até chegar ao ponto (,, como ilustra a Figura 8.15.

Figura 8.15: Deslocamento do ponto Q; até o ponto (5, no sentido anti-
horério .

De modo anélogo, introduzimos a nocao de deslocamento de pontos
ao longo da circunferéncia C.(/%), no sentido horario. Dado arbitrariamente

X1

um ponto Q; = ] € C.(P), temos quatro casos a considerar:
1

() Oy pertence ao arco ?(P‘],Pz). Neste caso, seja o arco ?(01, 0s)

contido no arco ?(PL P;), para algum ponto Q5 = ;3 sobre a
3
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(&5]
|

circunferéncia C.(%). Temos que todo ponto Q pertencente a circun-
feréncia C (Fy) é dado pela expressao (8.15) com xi < x < x3se e
somente se, J ¢ um ponto pertencente ao arco [ (Qq, Qs).

Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario Q, = :22 &
C:(Fo) , pertencente ao arco ?(01, (J5), entéo a medida que percorre-
mos a circunferéncia C.(Fp) partindo do ponto Q; até chegar ao ponto
Q;, no sentido hordrio, sempre encontraremos pontos sobre C.(Py) da-
dos pela expresséo (8.19). Portanto, utilizando (8.15) descrevemos todo
o percurso ao longo da circunferéncia C,(F;), partindo do ponto Q; até
chegar em O, no sentido horéario, como ilustra a Figura 8.16.

o
£

Figura 8.16: Deslocamento do ponto (); até o ponto (J;, no sentido horério .

() Q; pertence ao arco {F(Pg,PT). Neste caso, seja o arco ?(01, Js)

- <_ X
contido no arco [ (P, Py), para algum ponto Q; = 9'3 sobre a
3

circunferéncia C.(F). Temos que ponto Q pertencente a circunferéncia
C/(Po) é dado pela expressao (8.1/) com x; > x > x3 se, e somente se,

—)
Q é um ponto pertencente ao arco [ (Q;, O3).

. e X2
Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrério Q> = [ y ] -
e

C,(Poy) , pertencente ao arco ?(01, (), entao a medida que percorremos
a circunferéncia C.(Py) partindo do ponto Q; até chegar ao ponto Q,,
no sentido hordrio, sempre encontraremos pontos sobre C,(Pp) dados
pela expresséao (8.1/). Portanto, utilizando (8.1/) descrevemos todo o
percurso ao longo da circunferéncia C.(Py), partindo do ponto Q; até
chegar em Q;, no sentido horario, como ilustra a Figura 8.17.
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Figura 8.17: Deslocamento do ponto Q; até o ponto @, no sentido horario .

() Oy pertence ao arco ?(Pq, P;) e Q, pertence ao arco ?(Pg, P1). Neste
caso, por (8.15) percorremos tado o arco [ (Qy, P;), com x; < x < xg+r-.
Continuamos o processo atraves da expresséo (8.17), com xg +r > x >
X, até chegar ao ponto Q,, como ilustra a Figura 8.18.

Figura 8.18: Deslocamento do ponto Oy até o ponto (5, no sentido horério .

—

(IV) Qy pertence ao arco I (P, Py) e Oy pertence ao arco (F(P1, P;). Neste
caso, por (8.17) percorremos todo o arco [ (Qy, P3), com x; > x > xg—r.
Continuamos o processo através da expressdo (8.15), com xp —r < x <
X, até chegar ao ponto Q,, como ilustra a Figura 8.19.
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Figura 8.19: Deslocamento do ponto Q; até o ponto @, no sentido horario .

Exemplo 8.5:

N O

Seja o ponto Q; = l ] Através da expressao

2
EX

{ LS =0 WAL S

oY
|
»
[R5)

.
X Vi —X [

RHIE

com 0 > x > —3, percorremos a circunferéncia Cs((0, 1)), partindo do ponto
S ;

L= [ g ], até o ponto P, = [ _1_3 ] no sentido anti-horario. Em sequida,

[ JENTRVE]

2
3

através da expressao

2 2_/9 :
3* §'\f‘3~x2 [%]+[?] (8.8)
i o LT

com —% < x <0, percorremos a circunferéncia Cy((0, ;—]} partindo do ponto

_3 -1
Py = [ 1’ ] até o ponto Q; = [ 0 ] no sentido anti-hordrio. Seque
2

que as trajetdrias descritas através das expressoes (8./)—(8.8), representam
o deslocamento do ponto Qs até o ponto O,, como ilustra a Figura 8.20.
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o,
" ] C ] ] ] i 3 ]
"

Figura 8.20: Deslocamento do ponto Q; até o ponto @, no sentido anti-
horério .

=3

]

Continuando com o processo, através da expressao:

= ] o]

com 0 < x < 1, percorremos a circunferéncia Ci(O) partindo do ponto O,

(8.9)

I " i+ 1 M
no sentido anti-horario, até encontrar o ponto (s = [ 0 ] Em seguida,

e ] e

S s . , 1
com 1 > x > 0 descreve a trajetoria descrita a partir do ponto [O]

até o ponto 3. Segue que a trajetdria descrita através das expressoes
(8.9) — (8.10), representam o deslocamento do ponto (), até o ponto (s,
como ilustra a Figura 8.21.
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g
| el [ e
w.ﬂ

Figura 8.21: Deslocamento do ponto Q, até o ponto Q3 no sentido anti-
horério .

Por ultimo, através da expressao

1
e N AT E)
2\/ 1+ %2 2x 0 2

com 0 > x > —1, percorremos a circunferéncia C%((U,%)), partido do

_1
ponto O3 até o ponto [ 12 ] Em sequida, através da expresséo
2
]

o |
-2 %-l—xz 2x ]

sl
com —% < x < 0 representa a trajetdria descrita a partir do ponto [ 12 l

2
até a origem O. Segue que a trajetdria descrita através das expressoes

(8.11) — (8.12), representam o deslocamento do ponto Qs até a origem O,
como ilustra a Figura 8.22.

2% 21/1—x2 [

[ P o

] (8.12)

Ol =
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Figura 8.22: Deslocamento do ponto Q5 até a origem O, no sentido anti-
horario .

Portanto, através de operactes com matrizes, conseguimos a tra-
jetoria descrita a partir do ponto Q) = 5> | ate a origem O, no sentido

anti-horéario, como ilustra a Figura 8.23.

N

(4
i 5

Figura 8.23: Deslocamento do ponto ©Q; até o ponto O, no sentido anti-
horario .

Exemplo 8.6:
Determine o deslocamento da origem O até o ponto P, como ilustra a
Figura 8.24
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Figura 8.24: Deslocamento da origem O .

Solucdo. O deslocamento do ponto O até P ilustrado pela Figura 8.24
pode ser feito considerando os seguintes passos.

(Hesso 1) O ponto O deloca-se sobre uma semicircunferéncia, de raio 1 e
centro (1,0), no sentido horério até o ponto P, = (2,0);

(Hpsso 2) O Ponto P; desloca-se sobre uma semicircunferéncia, de raio 1 e
centro (3,0), no sentido horario até o ponto P; = (4,0);

(Hpsso 3) O ponto P, desloca-se sobre uma semicircunferéncia, de raio 1 e
centro (5,0), no sentido horéario até o ponto P = (b, 0)

Para o (Passo 1), pelo Teorema 6.3 e as observacoes feitas sobre a equacao
8.3, temos que a trajetdria de O até P como descrita na Fiqura 8.24 é
dada através da expressao

X rZ — x?
! _ i~ r X0
AP + Py = rzr_XZ ."‘X [O]—F[UU],
7 3

_)
com —r < x < r. Ouseja, 0 arco [ 1(0, P) é escrito da sequinte maneira:

as S o]

onde —1 < x < 1, como ilustra a Figura 8.25.

AP + Py =
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Figura 8.25: O deslocamento da origem O, apds o primeiro passo .

Para o (Passo 2) Seja ?Z{PT, P,), seqguindo de modo analogo ao que
fot fetto no (Passo 1), a expressao:

L

VI—x  —x 0 0
-
onde —1 < x < 1, define todo o arco I (P, P;) de centro (1,0). Nesse
caso se x = —1 entdo a expressdo acima representa o ponto Pj, e se

x = 1, entdo a expressao representa o ponto P, como ilustra a Figura
8.26.

Figura 8.26: O deslocamento da origem O, apés o sequndo passo .
Para o (Passo 3), Seja ?3(:02, P) de centro (3,0), sequindo novamente
de modo andlogo ao que foi feito nos dois passos anteriores, a expressao
X wl—a# | |1 " 5
VI —x o] o]
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onde —1 < x < 1, descreve o deslocamento de P sobre ?3(P2, P) até o
ponto P. Onde x = —1 define o ponto P; e x =1 define o ponto P.

Exemplo 8.7:

Determine o deslocamento do ponto /; ao longo do percurso, ilustrado na
Figura 8.27.

.'
by

Figura 8.27: Deslocamento do ponto P; .

Solucdo. Primeiramente deve-se notar que o ponto P; desloca-se por
semicircunferéncias de raios diferentes. Sendo assim vamos descrever os
passos que devemos fazer: ,

(Hpsso 1) Deslocar Py = (—1, —2) até P, = (1, —2) no sentido anti-horario;
(Hpsso 2) Deslocar P, até P; = (1, 1), no sentido anti-horario;

(Hpsso 3) Deslocar P5 ate Py = (—1, 1), no sentido anti-horario;

Hbssp 4) Deslocar Py até Ps = Py = (—1,—2), no sentido anti-hordrio.

Para o (Passo 1), seja (F1(.'D*|, P;) de centro (0, —2). Seqgundo a equacéo
8.15, O deslocamento de P; sobre [ (P4, P;) é dado por

i R[]

onde 1 > x > —1. Nesse caso x = 1 define o ponto P; e x = —1 define
o ponto P, como ilustra a Figura 8.28.
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‘ 1'1 1 [}

Figura 8.28: Deslocamento do ponto Py, apds o primeiro passo .

Para o (Passo 2), sequimos da mesma forma, considerando agora a

expressao
x =1 % —{E =TI

S 2 3 0 1

" ]

7 (X —_ 1) 5 % =1 2 2

i 3 3 |

3 3 . ‘ =
onde 1 + 5 > x> 11— 5 Essa expressao define o arco [ (P2, P5) de
centro (1,—;) . Nesse caso x = 1+ E define o ponto P e x = 1 — %

define o ponto Ps, como ilustra a Figura 8.29.

Figura 8.29: Deslocamento do ponto P, apds o segundo passo .

Para o (Passo 3), sequimos como nos Ultimos dos passos, veja que a




8.1. PLANEJANDO A ROTA DE UM VEICULO AUTONOMO

expressao,

147

= "))

onde 1 > x > —1, define o arco <FT(J’%, Ps) de centro (0,1). Onde x =1

define o ponto Ps, e 0 ponto P4 é encontrado quando x = —1, como ilustra
a Figura 8.30.

Figura 8.30: Deslocamento do ponto Py, apds o terceiro passo .

Para o (Passo 4) continuaremos de forma andloga. Ou seja, o arco
—
[ 4(Ps, P1) é dado por:

v/ 2= (x+1)2
2.X+1 2.¥

—1
g 2 ’ [ 03]+! 1]'
3 T3

onde —1+ % >x>—1- % Dessa forma x = —1 + % define o ponto P,
3

ex=-1-— 5 define o ponto P.

Exemplo 8.8:

Determine o deslocamento do ponto ; ao longo do percurso, ilustrado na
Figura 8.31
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Figura 8.31: Deslocamento do ponto Q até o ponto Q, .

Solucdo. Veja que o ponto J; desloca-se por meio de 3 semicircunferéncia
de raios distintos. Entédo devemos separar a trajetoria de Q; em 3 partes:

(Hpsso 1) 01 = (5, —1) desloca-se até o ponto Py = (2,1), no sentido horario;

(Hasso 2) o ponto P desloca-se até o ponto P> = (4, 1) no sentigo horério;

(Hpsso 3) por fim, o ponto P; desloca-se até o ponto Q> = (1, 3), no sentigo

anti-horario.

7
centro (f' 0),

Nﬁ(?) 2V13 1,}(7
X = —x—z

2
13 2 13 |7 ) =
; 12 |t
V13 13 (7Y V13 (7 —1
13 VT2 13 772
7 VY13 7 V13 7 V13
. s M iy SR N, S -e5sd
onde 5 o+ 5 > X 2> 5 > 0 caso em que x 5 o 5 a expressao
A 3
nos garante o ponto Q, e se x = - — —— entdo a expressao nos garante

o ponto P4, como ilustra a Figura 8.32.

Para o (Passo 1), a expressdo seguinte define o arco F1(Q1, P;) de
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Figura 8.32: Deslocamento do ponto (), apds o primetiro passo.

Para o (Passo 2), seguiremos como anteriormento, isto é, a expressao

< [

1—(x —3)? x—3 0 1

onde 4 > x > 2, define o arco ?2”‘-}1,:'32) de centro (3, 1). Nesse caso,
x = 4 define o ponto P;, e x = 2 define o ponto P, como ilustra a Figura

8.33.

Figura 8.33: Deslocamento do ponto 4, apds o primeiro passo.

5
Para o (Passo 3), seja o arco ?;(PZ, Q,) de centro (5,2), a expressao

3\ 72

B f13_( 5\ i (s
13 4 2 13 2

Nﬁ( 5) 2V/13 1 ()(_5)*2

MO | LN

l+|

LR ST

|
_|_
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onde g + @ b -, g — @ define (Fg,(Pz,Qg), e além disso
5 /M3 B 13
X = 5 + — define P> e x = 5= g define Q.. Portanto, depois de

seguir os 3 passos acima conseguimos que o ponto Q; desloque-se até o
ponto O, sobre a curva da figura 8.31.

Problematizacao

Nuvens perigosas de contaminacao atmosférica, podem ser causadas por
varios fatores: como derramamento de cammhéo—tanque em rodovias, aci-
dentes de lancamento industrial, ou ataques terroristas quimicos, biolégicos,
nucleares. Dependendo dos ventos predominantes e da flutuabilidade da
nuvem, os contaminantes podem ser transportados por longas distancias, ou
permanecer em algumas regides por um longo perfodo.

Os perigos para a populagao e para o meio ambiente sao altamente
varidvels, uma vez que a gravidade da exposicao depende do tipo de conta-
minacao, concentracao, duracao da exposicao, modo de contato e degradacao
natural da toxina. Consequentemente, as respostas a um evento como este
podem variar de uma simples transmissao pela tv ou meios digitais, avisos
para permanecer dentro de casa ou evitar a drea, para evacuacao de emer-
géncia em grande escala e subsequente quarentena e descontaminacao.

A determinacao imediata da espécies de toxinas, origem da nuvem, es-
trutura da nuvem e previsoes de evolugao da nuvem teria beneficios signi-
ficativos na prevencao da exposicao e no planejamento de solucao de baixo
custo.

Suponhamos que ocorra uma explosdo em um caminhdo tanque na es-
trada Teresina- Unido, aproximadamente 25 quilémetros do centro de Tere-
sina. O ocorrido produziu uma nuvem de 50 metros de diémetro, a uma altura
de 60 metros, que segue em direcao a cidade de Teresina a uma velocidade
de 5 quilémetros por hora. Para uma tomada de decisao eficiente, a nuvem
seré persequida por um velculo autbnomo ( para evitar a exposicéo do piloto
com a nuvem), equipado com sensores de alta precisdo e operado a baixo
custo. O velculo utilizado serd um MAV, que traduzido do inglés significa
micro velculo aéreo, que é um veiculo pequeno que pode voar por até duas
horas, como ilustra a Figura 8.34.
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Figura 8.34: MAV-micro veiculo aéreo .
Fonte:https://www.enacfr/en/imav-201/-international-micro-air-vehicle-
conference-and-competition
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Considerando um plano T em um sistema de eixos ortogonais OXY,
situado a 60 metros de altura, tal que a origem O do sistema OX'Y coincida
com o centro da nuvem. Sabemos que a cada 36 segundos o centro da nuvem
desloca-se 50 metros em direcdo ao sul, ocupando as posicoes O, Py, P1, P5,
etc ao longo do plano , como ilustra a Figura 8.35.

Cnc smiinat et 24 makn

Figura 8.35: Vdrias posicoes da nuvem em direcao ao sul .

Considere o sequinte problema:
Desconsiderando a velocidade do velculo, grandeza essa que pode ser
deixada para a etapa de controle, cada posicao Q do velculo ao longo do

; , X .
plano i seré representado por uma matriz coluna Q = " ] Assumindo
que no instante em que o centro da nuvem coincide com a origem O, o vel-

; : -2
culo esteja na posicao Qp = o |© sabendo que para uma boa coleta de

dados, o velculo deve estd a uma distancia de 8 a 30 metros da extremidade
da nuvem. Além disso, todos os lados da nuvem devem ser observados, pelo
menos duas vezes.

Determinaremos uma trajetoria a ser sequida pelo veiculo.

De fato, escolheremos uma trajetdria de tal modo que a cada lado obser-
vado pelo veiculo, a nuvem tenha um deslocamento maximo de 125 metros
para o sul. Desta forma, partindo da condicao inicial (), através da expres-

sSao:
X 4—y<
_Va=x? X 10
7

2

com —2 < x < 2, descrevemos a trajetdria ao longo da circunferéncia C;(0),
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e |
(&5]

no sentido anti-horario, partindo do ponto Jp até alcancar o ponto Py =

[ é ] como ilustra a Figura 8.36.

Cnc sttt et 24 matn

Figura 8.36: Deslocamento do ponto Qp até o ponto Py, no sentido anti-
hordrio .

Em sequida, através da expressao

B ~&y/3 — B = 5F A PE:
)2 2x—1 Y 0

3

P
dn|w>
|
e
=
|

com % > x > —%. descrevemos a trajetéria ao longo da circunferéncia

015((%,0)}, no sentido anti-horario, partindo do ponto P, até alcangar o ponto

O, = [ 0 ] como ilustra a Figura 8.37.

Figura 8.37: Deslocamento do ponto P, até o ponto (;, no sentido anti-
horario .
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Esta duas etapas feitas acima, descrevem a trajetoria para a primeira
observacao da nuvem, como tlustra a Figura 8.38.

Figura 8.38: Primeira observacao da nuvem no sentido anti-hordrio .

Agora determinaremos a trajetéria para uma segunda observacao da
nuvem. Para isto, considere a expressao

x=1 4—(x—1) 2 1
2 2 , -
VA (x—1)2 =1 0 0
2 Z
com —2 < x < Z, descrevemos a trajetdria ao longo da circunferéncia
C:((1,0)), no sentido anti-hordrio, partindo do ponto Q; até alcancar o ponto

Q= l 3 ] como ilustra a Figura 8.39.

Mo

ot et emsarin 7 rsirn

Figura 8.39: Deslocamento do ponto Q; até o ponto Q, no sentido anti-
horario .
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Em seguida completaremos a segunda volta. Para isto, considere a

expressao
3 —2./9 _(x—3)2 3 3
3 33— —3) > [+ 2
2 3\2 2x—3 ‘10 0

]
s5Va—(x=3) 5

com 0 > x > 3, descrevemos a trajetdria ao longo da circunferéncia CT,@({%, 0)),
no sentido anti-horario, partindo do ponto Q, até alcancar a origem O, como
ilustra a Figura 8.40.

]

eSS SS R G - 0 lny

o h

Figura 8.40: Deslocamento do ponto Q; até a origem O, no sentido anti-
horario .

Esta duas etapas feitas acima, descrevem a trajetdria para a seqgunda
observacao da nuvem, como ilustra a Figura 8.41.

4.
<

Y
<.

C00 il e 25 meos

Figura 841: Segunda observacdo da nuvem no sentido anti-horario .

Portanto, obtemos uma trajetdria descrita pelo veiculo ao perseguir a
nuvem de modo sequro e eficiente, como é ilustrado na Figura 8.42.
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Figura 8.42: Trajetdria descrita pelo velculo, no sentido anti-hordrio .

8.2 Uma Volta ao Mundo

Como aplicacao imediata da esfera escrita através de operacoées com ma-
trizes, trabalharemos com o planejamento de rotas de voo de uma aeronave,
onde utilizando operacées com matrizes obteremos uma maneira de traca
rotas de voos entre determinadas localidades ao longo do globo terrestre.

Para isto, note que a circunferéncia, de raio exatamente igual a r, sobre
um plano horizontal é a maior circunferéncia sobre um plano horizontal que
pertence a esfera &.. Esta circunferéncia recebe um nome especial, chama-se
equador. O equador divide a esfera & em duas partes chamadas de calota
polar norte, pois contém o polo norte, e calota polar sul, que contém o polo
sul. As demais circunferéncias que pertencem a esfera & que estao sobre
planos horizontais sao chamadas de paralelos.

Por sua vez as circunferéncia sobre um plano vertical pertencentes a
esfera & recebem o nome de meridiano.

Segue-se pelas construcoées que acabamos de fazer que para nos des-
locarmos sobre uma esfera &, temos que utilizar operacdes com matrizes
percorrendo sempre os paralelos e os meridianos até atingir o desejado.

Exemplo 8.9:
~1

Seja a esfera &;, consideramos o ponto Q; = | 0 | sobre o equador e o
0
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ponto (; = sobre um meridiano, como ilustra a Figura 8.43.

NSNS ©

Figura 8.43: Esfera de raio 1.

Para nos deslocarmos do ponto Oy até o ponto (J;, sequiremos o se-
guinte deslocamento:

(i) através do produto de matrizes

X v1i—x2 0 -1
V1 —x2 —X 0 0
0 0 1 0

com =1 < x £ ? percorremos o equador saindo do ponto Q; até
V2

2
atingir o ponto Q = vT’i , como ilustra a Figura 8.44.
0
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Figura 8.44: Deslocamento de @y até Q .

(i) através do produto de matrizes
¥ V1i—x2 0 i
0 0 1 % :
w1 —x? -x 0 0

com g < x <1 percorremos um meridiano saindo do ponto Q ate

atingir o ponto Q,, como ilustra a Figura 8.45.
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Figura 8.45: Deslocamento de Q até O, .

Ja sabemos que dados dois pontos quaisquer sobre uma esfera é pos-
sivel obter uma matrize ortogonal que relaciona estes pontos dados. Além
disso, utilizando o deslocamento de pontos ao longo de uma circunferéncia
através de operacoes com matrizes, apresentado na secao anterior, podemos
nos deslocar ao longo de uma esfera utilizando operagdes com matrizes. Mais
precisamente, dados os pontos Oy, J; pertencentes a esfera & de acordo com
a localizacao destes pontos em relacéo aos paralelos e meridianos, podemos
encontrar matrizes ortogonais que preenchem através dos meridianos e dos
paralelos todo o espaco compreendido entre estes dois pontos.

Em particular, considere as seguintes situacoes:

(@) se Oy e O, pertencem a um mesmo paralelo, entdo considerando a
matriz ortogonal

cos@ senf 0
A= | —senfB cosB 0
0 0 1

com 0 < 6 < 2 podemos percorrer todo o paralelo fazendo o per-
curso de Q; a Q. O anqulo 0 € 8 < 27 chama-se longitude. Por
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simplicidade consideraremos o dngulo zero graus como sendo contado
exatamente sobre o meridiano de Greenwich. Assim, partindo de Gre-
enwich e contando os graus para o leste 0 < O < 7 nos deslocamos
no sentido positivo. Por sua vez, contando para o oeste —m < 6 < 0
nos deslocamos no sentido negativo.

se Q; e (); pertencem a um mesmo meridiano, entdo considerando a
matriz ortogonal

cos¢ senp 0O
B= 0 0o 11,
—seng cos¢p 0

com 0 < ¢ < 21 podemos percorrer todo o meridiano fazendo o per-
curso de Q1 a 5. O dngulo 0 < ¢ < 2w chama-se latitude. Por
simplicidade consideraremos o dngulo zero graus como sendo contado
exatamente sobre o equador. Assim, partindo do equador e contando
os graus para o norte 0 < ¢ < Z nos deslocamos no sentido positivo.
Por sua vez, contando para o sul —3 < ¢ < 0 nos deslocamos no
sentido negativo. _

Aqui norte, sul, leste e oeste sao exatamente os pontos cardiais
que conhecemos, onde o norte é a calota polar norte e sul é a
calota polar sul.

se os itens anteriores ndo ocorre, ou seja, se digamos Q; esta sobre
um paralelo e Q, esta sobre um meridiano, entao encontramos a in-
tersecao deste paralelo com o respectivo meridiano. Em seguida, nos
deslocamos ou sobre o paralelo ou sobre o meridiano até a intersecao
e por fim completamos o trajeto.

Assim, podemos concluir que o trajeto de voo de uma aeronave entre
duas localidades é feito sempre percorrendo os meridianos e os paralelos
da esfera &. Além disso, todo o trajeto de voo é feito através de operacoes
com matrizes, as matrizes A e B dadas acima. A Figura 8.46 ilustra o marco
zero de contagem da longitude, sobre o meridiano de Greenwich.
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Meridianos e

Figura 8.46: Meridiano de Greenwich .

A Figura 8.4/ ilustra o marco zero de contagem da latitude, sobre o
equador.
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Paralelos

Figura 8.47: Linha do Equador .

Exemplo 8.10:

Considere a esfera &. As coordenadas 30° de latitude e 45° de longitude
é dada exatamente como sendo o deslocamento partindo, do nosso, marco
zero (meridiano de Greenwich) 30° para o norte e em sequida 45° leste,
como ilustra a Figura 8.48.
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Figura 8.48: Trajeto de Oy até Q; .

Em termos matriciais, considere o marco zero com sendo a matriz

1
coluna Qy = | 0 [, através do produto de matrizes
0
cosg seng 0 1
0 0 11.]10
—sen% cos% 0 0

obtemos os 30" de latitude em seguida através do produto de matrizes

cos % sen% 0 1
A= | —senf cosfi 0 |.| 0O
0 0 1 0

obtemos os 45" de longitude.
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Exemplo 8.11:

Determine um trajeto de voo para sair de Miami no estado da Fldria no
Estados Unidos e chegar até Madrid na Espanha, sendo que Miami estd
situado a aproximadamente 25° de longitude e —80° de latitude, por sua
vez Madrid estd situado a 40” de longitude e 3" de latitude, como ilustra
a Figura 8.49

Figura 8.49: Localizacdo de Miami e Madrid .

Solucdo.  Para que possamos encontrar as coordenadas, em termos de

matrizes, de Miami e Madrid, considere o nosso ponto de partida como
1

sendo a matriz coluna Oy = [ O |, através do produto de matrizes ob-
0

temos inicialmente as coordenadas de Miami em termos matriciais. Per-

correndo a partir do ponto Qp, —80° de latitude obtemos as coordenadas

cos(—80%)  sen(—80% 0 1
0 0 11.10]. (8.13)
—sen(—80%) cos(—80") 0 0
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Em sequida partindo da expressao (8.13), percorremos 25" de longitude
através do produto de matrizes, obtemos

cos25”  sen23’ 0 cos(—80°)  sen(—80° O 1
—sen25” cos25” 0 |. 0 0 1T1.10
0 0 1 —sen(—80°) cos(—B80°) 0O 0

(8.14)

Assim, a expressao (8.14) representa, em termos matriciais, as coorde-

nadas de Miami. Estamos prontos para encontrar a trajetéria de Miami
até Madrid. Determinaremos este trajeto de voo, da sequinte maneira:

(A) voamos de Miami, utilizando a expressao (8.14), percorrendo 15° de
longitude atraves da operacao com matrizes

cos15?  seni15? 0 cos25?  sen25’ 0
—senl15” cos15% 0 |.| —sen25” cos25” 0
0 0 1 0 0 1

cos(—80%)  sen(—80% O 1
0 0 1T1.10
—sen(—80°% cos(—80% O 0
chegamos ao Canada.

(B) em sequida partindo do Canadd voamos 83 para o leste até che-
garmos ao nosso destino, através da operacdo com matrizes

cos83Y sen83Y 0 cos15?  sen15’ 0O
0 0 1 |.| —sen18® cos15° 0O
—sen83° co0s83° 0 0 0 1

cos25®  sen25® 0
—sen25’ cos259 0

0 0 1
cos(—80%  sen(—80% O 1
0 0 1 0
—sen(—80°) cos(—80°) 0 0
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8.3 Mapeando Uma Peca Cilindrica

Suponha um cilindro com diretriz C ) cuja reta geratriz(£) é uma reta
perpendicular ao plano que contém C,(FP;) como na Figura 7.23. Sejam Q; e
Q> pontos sobre C (P, L), teremos alguns casos:

e (J; e O, pertencem ao plano a hotizontal.

en

Figura 8.50: Qy e Qs pertencem ao plano a horizontal

Neste caso,
| W _ | w2
Q1—lz]902—l2].

onde wy e w; € C(Py), isto &,

_ X1 . X2
wq = n e W, = Y .

Logo, Sejam os pontos P; = [ M+ ] e ;= [ == ] pontos sobre
Yo Yo

a circunferéncia C,(Py). Temos quatro casos a considerar:

— —
(1) wy pertence ao arco [ (P4, P;). Neste caso, seja o arco [ (wy, w3)
‘.—
contido no arco [ (P, P), para algum ponto. Temos que todo
(—
ponto Q pertencente ao arco [ (wj, wy) é dado pela expresséo:
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(x — xo) r2 — (x —xp)?

e ) [ ] [Jo] (815

I r

com xX; > X > Xo.
Dessa forma, a expressao:

(x — xo) r2 — (x —xp)? 0
r r r Xo
VA= (x=F (x — Xo) o || O+
r T 2] Lo
0 0 1
— (8.16)

com x; > X > x;3, descreve todo o percurso ao longo do cilindro

partindo do ponto Q; até chegar em (O, como ilustra a Figura
8.51.

Figura 8.51: Deslocamento do ponto (Q; até o ponto ; no sentido anti-
horario.

— —
() wy pertence ao arco [ (P>, P1). Neste caso, seja o arco I (wy, w)
pa—
conttdo no arco [ (P, P;). Temos que ponto W pertencente ao
arco r(m w;) é dado pela expressao:
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(x — xo) % —fx— Xol?
T r X
eoE wew | Lo) L e
r I

com x; < x € xa.

Dessa forma, a expressao:

(x — xo) rZ —(x — xg)? 0
f r r Xp
rZ — (x — xg)? (X — xo) 0 |+ yo [(8.18)
_ 0 0
r r £
| 0 0 1 |

com x; < x < x;, descreve todo o percurso ao longo do cilindro

partindo do ponto Q; até chegar em (O, como ilustra a Figura
8.52.

Figura 8.52: Deslocamento do ponto (); até o ponto (), no sentido anti-
horario.

() wy pertence ao arco (F(P1,P2) e w; pertence ao arco ?(Pz, Py).
—
Neste caso, por (8.16) percorremos todo o arco [ (Qq, A;), onde

Xgp— -
Ay = Yo ;
z

com x; > x > xp—r. Continuamos o processo através da expressao
(8.18), com xg — r < x < x3 até chegar ao ponto O, como ilustra
a Figura 8.53.
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Fy Fy

Figura 8.53: Deslocamento do ponto Q; até o ponto (> no sentido anti-
horario .

(IV) wy pertence ao arco (F(Pz, P1) e w> pertence ao arco <F(PT, Ps).
f—

Neste caso, por (8.18) percorremos todo o arco [ (Qj,As), com
x; < x < xp+ r. Continuamos o processo através da expressao
(8.16), com xg + r < x < x3 até chegar ao ponto QJ;, como ilustra
a Figura 8.54.

Ay

Figura 8.54: Deslocamento do ponto Q7 até o ponto (> no sentido anti-
horario .

e (J; e O, pertencem a mesma reta geratriz. Nesse caso dizemos que

w w
Q1=[21]E'Qz=[22],

onde w ¢ um ponto de C, (). Temos os sequintes casos:

(1) Se z; < z, entao fazendo uso da expressao

W
[ i ] (8.19)
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onde z; < z < 7, descrevemos o descolamento de Q; até O, como
na Figura 8.55

Figura 8.5b: deslocamento de (; até (),

() Se zy > z, fazemos uso da expressao (8.19), com z, > z > z; como
tlustrado na Figura 8.56.

Figura 856: deslocamento de Qy até Q;

e No caso em que @ e (> nao estao no mesmo plano horizontal e
também ndo estdo na mesma reta geratriz, isto é,

(4% W
como wy e w; pertencentes a C,(Pp), devemos considerar alguns casos:

() ?(WL w>) contido no arco ?(Pﬂh P,) e z1 < z2. Nesse caso, por
=

8.16) comxy > x> xez=2z21+ (X1 —X)- , descrevemos

X1 — X2
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o deslocamento de @y em direcao a @, como ilustrado na Figura

85/.

Figura 857: Descolamento de Q; até Q..

(I <~F_(nxw,wz) contido no arco (F(PL P;) e zz < z. Como anteri-
L1 — L
= g 1 2

ormente, por (8.16) com x; > x > x; e z
ey It
descrevemos o deslocamento de Q; em direcdo a O, sobre o ci-

lindro como ilustra a Figura 8.58.

Figura 8.58: deslocamento de Q; até (),

— —
(I) T (w1, wz) contido no arco I (P, P1) e z; < z2, usamos (8.18), com
Z— Z ,
<x<xez=z1+(x—x)- : L descrevemos a trajetoria
X2 — Xq

de O até Q> como ilustra a Figura 8.59.
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Figura 8.59: Deslocamento de Q; até

(IV) ?(wh w;) contido no arco ?(Pz, P1) e z; < z;, usamos (8.18), com
B iy

xx<x<xez=z+x—x)- , descrevemos a trajetoria

X X
de Oy até O, como ilustra a Figura 8.60.

Figura 8.60: Deslocamento de Q; até Q,

(V) wy pertence ao arco (F(PT,PE] e w, pertence ao arco ?(PE,PT] e
71 < 7zz. Neste caso, por (8.10) percorremos todo o arco [ (0, A;),

onde
Xo— F
Az = Ho
73
3 — X
comz <3<, Xy >2Xx2x—rez=z21+x —x) ———.
; ) X1 — (Xo—1)
Continuamos o processo atraves da expressao (8.18), com xp — r < x <
£y — 73 ,
xxez=z+[x—o—r)] ﬁ até chegar ao ponta Q;, como
2 — o —1r

tlustra a Figura 8.61.



L

8.3. MAPEANDO UMA PECA CILINDRICA 17

Figura 8.61: Deslocamento de Oy até Q..

(Vl) wy pertence ao arco (F(Pq, P3), wy pertence ao arco ?{(_Pg, P)ez >

z;. Neste caso, por (8.10) percorremos todo o arco [ (Qq,A;), com
Z1— 2
Hn>n>o;,x2Xx2x—rez=z—(x—x)- : 3

X1 — (XD — J"}.

Continuamos o processo atraves da expressao (8.18), com xp —r < x <
23 — Z27 g
X; 8 7= 273+ [x— (X —r)]: —————, até chegar ao ponto O, como
‘ . X — (XU = .f')
tlustra a Figura 8.62
@
Qz

Figura 8.62: Deslocamento de Q; até Q..

e i
(VIl) wy pertence ao arco [ (P, P;) e w, pertence ao arco [ (P;, P;), com
71 < z;. Neste caso, definimos um ponto

Xo+r
Ay = Yo

Z4

z1 < z3 < z,. Entao por (8.18) percorremos todo o arco (F(QLAQ,
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Zi =7 .
comx; < x<xg+rez=2z+(x—x) ——— . Continuamos
Xo+r—x

o processo através da expressdo (8.16), com xp +r < x < x; e z =
A =i

——— até chegar ao ponto Q como ilustra a
Xo+ T — X2

zy+ (o +r—x)-
Figura 8.63.

Figura 8.63: Deslocamento de Q; até Q..

e —
(VIIl) wy pertence ao arco [ (P, Py) e wy pertence ao arco [ (Py, P), com
z; > 2. Como feito anteriormente, definimos A; de tal forma que

H
7; < z4 < 7y, e entao por (8.18) percorremos todo o arco [ (O, As),
Yy — LY

Xg+ 1 — X
o cilindro partindo de (; até A;. Agora vamos partir de A4 até (),

fazendo uso da expresséo (6.16), com xo + r < x < x e z=z4— (xo +
Zy — Z

Xo+r— X2

comx; < x<xg+rez=z1—(x—xq)- , assim percorremos

r—x) , como indica a Figura 8.64

&

Qz

Figura 8.64: Deslocamento de Q4 até (J;
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o

8.4 O Scanner 3D

A digitalizacao 3D é uma area de estudo que nos Ultimos anos vem ga-
nhando consideraveis destaques com a contribuicao de diversas técnicas de
visao computacional e computacao grafica.

Em relacao a interacao com o objeto que serd digitalizado, classificamos
as técnicas de digitalizacao 3D em passivas e ativas. Esta interacdo com o
objetos que sera digitalizado pode ser por toque ou através da projecao de
luz (radiacao) sobre o objeto.

Os métodos opticos passivos, sdo baseados na imagem do objeto fazendo
uso da iluminacao ambiente ou difusa. Estas metodologias utilizam uma ou
duas cameras para a captura das imagens em pontos fixos ou com movimen-
tacao.

Os metodos opticos ativos, sao classificados em: com contato e sem
contato. Métodos com contato fazem uso de algum tipo de instrumento de
apalpacao que quando tocam a superficie em algum ponto especifico, esta-
belece o seu posicionamento. Nos métodos sem contatos, existe a lrradiacao
de luz nos espectros visivel ou invisivel, radiagao ou algum tipo de energia
sobre a superficie.

Os equipamentos que fazem uso dos métodos ativos sem contato sao em
geral capazes de detectar quantidades de luz (energia) refletida ou absor-
vida e entéo atribuir coordenadas a alguns pontos do objeto.

Os métodos utilizados em equipamentos como ressonancia magnética e
tomografia computadorizada, apesar de nao utilizarem luz no espectro visivel
e invisivel, serdo classificados como ativos, pois também existe irradiacao de
energia e verificacao de absorcao ou reflexao.

Aplicaremos uma técnica de digitalizacéo em que representaremos os
pontos no sobre a superficie do objeto através de uma matriz coluna 3 x 1
para gerar uma nuvem de pontos, como ilustra a Figura 8.65.
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1y

B

fiug}'numm

%,
),

g

Figura 8.65: Nuvem de pontos de um objeto escaneado

Nao é facil reconher que objeto estd sendo representado através da nu-
vem de pontos acima. Nosso objetivo ¢ ensinar uma maquina reconher estes
tipos de objetos dados através de nuvens de pontos. Os scanners de luz es-
truturada, como ilustra a Figura 8.06, fazem uso desta metodologia de forma
a estabelecer a correspondéncia entre os pontos projetados e os pontos cap-
turados pela camera.
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Figura 8.66: Scanner

Em outras palavras esta técnica permite estabelecer uma formulacao ma-
tematica simplificada, como ilustra a Figura 8.67, que permite obter uma boa
compreensao do processo.
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Imagem Captyrada

Figura 8.67: Esquema de formulacéo

Dado um ponto Q sobre o objeto, representamos este ponto por uma

X
matriz coluna P = | y |, tal que:
z
0
e 0 ponto focal da imagem captura é dado por /1 =| 0 |;
fi
Xpo
e 0 ponto no objeto que sera digitalizado Py = | yp, |;
z

Pao

e o ponto correspondente (ou ponto determinaco pelo sensor do scanner

apos a luz refletir do objeto) localizado no plano y, Py = | yp,

Considerando que uma reta entre P; e f; seja tracada, o seu prolongamento
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passara também por Py e a sequinte equacao pode ser definida:

Pi=Fi+ alPo— F). (8.20)
Utilizando matrizes,
Xp, 0 Xy
Yo, | =1 0 [+« Upg . (8.21)
0 f1 Zpy — fi

Assumindo que o segundo plano s possua um sistema de coordenadas
centrado em O, seja tal que:

X2 X2
O = | y; F:= Y>
Z zZ+ 6

Supondo que o mesmo ponto Py foi considerado pelos dois sistemas de
imagens, obtemos as seguintes relacoes:

X2 Xp, X2 + Xp,
Pr=1 Y2 |+ | Up | =] Y2+Up |- (8.22)
Z7 0 £7

Como o mesmo ponto P, fol considerado pelos dois sistemas de imagens,

P=F,+ B(Po—F2). (8.23)
Novamente por matrizes,
X2 + Xp, X2 Xpo — X2
Y2+ Yp, | = Y2 +B| Yn—Yz |- (8.24)
77 o+ b Zpy — 22 — f>
Assim, ;
Koy = 2B 825
fi
f-] =i
Yoo = Yo (8.26)

em relacao a P; (que é um ponto que temos total controle, pois sdo as
coordenadas do o scanner apos a luz ser refletida sobre objeto), além disso

fot2y—25 ’
Ir2 P2

(8.27)

XPU = Xz +
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frb4+2,— 2
Ypo = Y2 + f—z"”ypg. (8.28)

em relacao a P (que tambhém temos total controle, pois sao as coordenadas
do escanner que utilizamos para emitir lus sobre o objeto), logo

. f] fz ZZsz
Zpy = T (b iz Ha h ). (8.29)
e
- it Z2Yp,
Zpp = f Uz — f.?y,'y (92 t+Yp, — Ypy T f ] (8-30)

Assim, temos informacoes sobre a matriz que representa um ponto sobre
o0 objeto apenas conhecendo as matrizes que representam pontos em relacao
a saida de luz e a recepcao de luz pelo scanner.

Esta formulacdo matematica descreve uma nuvem de pontos. Para que
possamos representar e em seqguida editar o objeto descrito por esta nuvem
de pontos, utilizaremos operacées com matrizes apresentadas nos capitulos
anteriores. Néo iremos reconhecer todos os tipos de objetos representados
por uma nuvem de pontos, apenas aqueles que mantém relacao com os s6-
lidos estudados nos capitulos anteriores. Considerando a nuvem de pontos
ilustrada nas Figuras 8.08—8.71, determinaremos através de operacdes com
matrizes estes objetos.
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Figura 8.68: Nuvem de pontos
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Figura 8.69: Nuvem de pontos
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Figura 8.70: Nuvem de pontos
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Figura 8.71: Nuvem de pontos

A grosso modo, o que iremos fazer é através da matriz coluna Py que
representa os pontos do solido que serd escaneado obter informacdes sobre

a matriz coluna 7, que representa o sélido escaneado. Ou seja, combinando
(8.25) com (8.26), obtemos

i
Xyl = [“}rT“] X2+ y2 ] (831)

Desta forma, podemos ensinar a maquina a identificar cada sélido espe-
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ctfio e através das coordenadas obtidas editar o sélido. Analizaremos cada
solido em casos separados:

(I) suponhamos que o objeto escaneado seja a esfera de raio r > 0, &,
por (8.29) junto com (8.31) temos que as equacdes

7a% 2
[ﬂ #(X‘) + erz XP" + %J)
2 2 Fl 1 Xpz —12Xpy 2 2 Z
+ gpn + Xp{h = [ fT? [X.EH + Up1]
Z2X 2
112 27p2
+ |l —— o+ — X +—— 832
[f1 sz . ngm ( 2 Pz 1 fz J] ( )
ou
Z2 L’
a o [ iy U2+ Yoy = Ypr + 2
po g;}o Xpg = f12 [X,rn +y pql
f*| fz 2Jp;

+ [mwz Pl =l T ‘)] (8.33)

fornercem condicbes para que o objeto obtido seja a esfera &,. Isto é,

3 X 2
(Fi = fp b g — i + 2] ‘
- [ 1% P X2, + 42,
-+ m(xz + Xpy — Xpy + f ) (834]
2 1 2
ou
2 {ﬁ B ﬁh’mﬁ—r}zy;q {Uz & Yps — Ypy s ﬂ}) 5 2
"o h f2 [th + 5";)1]
1
+ [L(U it =ty R )r (8.35)
1Ypy — F2Yp; 2 P2 P 3 ; _

(I) Suponhamos que o objeto escaneado seja o cilindro de altura h > 0,
Ch.r. temos por (8.31) junto com (8.29) — (8.30) as sequintes expressoes
que determinam o cilindro
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h—z)1 5, , iy — 2y, 2%,

il ] I Al . L TR e ]
[ 7 [%5, +yp]=r0< —— (Ko Mgy — Xy 2 )< h
ou

(fi — z0) : I N . hh—2z, 22Yp,
[ f ot Yl = 0 < 2 = f1Yp, — Y5, Wk lpo=Ypi + f

(I} Suponhamos que o objeto escaneado seja o cone de altura h > 0, 7,

temos por (8.31) junto com (8.29) — (8.30) as sequintes expressoes que
determinam o cone

2
(h—2) " 2 . 2+ 2 hl; — 2z, ZoXpy, . Sh
|:f—12 [Xp1+ypll = =) m(k’zﬁ—){m — Xp, —+ f2 )i Sl
ou
(fy _ZU}]Z 2 2 2 filh — zp, 224 p,
= O b LG Kol S L — 4+ —"° L
[ ‘r12 [Xp1+9‘p1l el 5 fyp, — B2y, 2t Yp=Yp, f, )<
Exemplo 8.12:
Xp
Considerando o foco f; = 1 e adotando a matriz Py = | y,, | que re-
0

presenta os pontos sobre o scanner que recebe a luz refletida pelo objeto.

Suponhamos que x§1 -+ yf,l = 2. Determine que objeto esta sendo escane-
ado na figura 8.72

ot
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Figura 8.72: Nuvem de pontos

Solucdo.  Temos que a matriz que reprenta os pontos sobre o objeto
escaneado ¢ dada por (8.35), ou seja,

2 3 _ 2
Xor T UmZ 2, =F,

Logo o objeto escaneado é uma esfera.
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